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PRÉFACE. 



L'étude de la Mécanique présente dès son début de 
sérieuses difficultés, en raison des hypothèses et des 
principes admis à priori sur lesquels on la fait reposer 
et dont l'exactitude ne se trouve vérifiée que par la 
concordance entre les conséquences qui en découlent 
^ et les faits déduits de Texpérience ou de l'observa*- 
^ ^ tion. 

Le point de départ de la Mécanique est Tidée assez 
vague que nous pouvons nous former : i^ des causes 



C^ ^ du mouvement et des modifications qu'il éprouve; 
» ^ Q? de la masse; et encore, pour ne pas tomber corn*- 
>r ^ plétement dans Tobscurité, sommes-nous obligés de 
i^ "^ nous reporter à la fiction du mouvement d'une sim- 
ple molécule, considérée comme isolée, que l'on sup- 
pose en outre dépourvue de dimensions ou réduite à 
un simple point géométrique^ tout en lui attribuant 
les propriétés physiques de la matière. 

.Les lois du mouvement d'un point étant ainsi ob- 
tenues, on établit celles du mouvement des systèmes 
matériels, en se fondant sur le principe, dû à Newton, 
de l'égalité entre l'action et la réaction. 

Lorsque l'on considère ensuite les corps solides, 
on fait une autre hypothèse, en les assimilant à de 
véritables systèmes invariables. 
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VI PRÉFACE. 

Mais les lois du mouvement d'un point ne sont- 
elles pas réellement indépendantes des notions de 
force et de masse ? Un certain nombre de propriétés 
du mouvement des systèmes invariables ne peuvent- 
elles pas être dégagées de toutes les hypothèses spéci- 
fiées plus haut? 

S'il en est ainsi, la Mécanique se divise naturelle- 
ment en deux parties : Tune rationnelle et purement 
géométrique, où Ton étudie le mouvement en lui- 
même; l'autre essentiellement physique, reposant sur 
les notions de force et de masse; et, dans l'enseigne- 
ment de la Mécanique, il me semble plus logique 
d'exposer en premier lieu les propriétés géométriques 
du mouvement, pour passer de là aux forces, c'est-à- 
dire à la cause même du mouvement. 

Newton parait avoir vu clairement cette division; 
Ëuler fit faire un progrès à la Mécanique géométrique 
en étudiant le déplacement d'une figure sphérique sur 
sa sphère, pour arriver à l'axe instantané de rotation 
d'un corps solide autour d'un point fixe; puis vinrent 
MM. Bobillier, Chasles et Hachette, qui s'occupèrent, 
au point de vue exclusivement géométrique, du tracé 
des normales et des tangentes aux courbes, par la 
considération du centre instantané de rotation des figures 
mobiles dans un plan. Avant eux Descartes avait con- 
sidéré le cas spécial des loulettes ou du centre inslan^ 
tané de pivotement d'une courbe plane, roulant sur 
une autre et entraînant avec elle tous les points de 
son propre plan. Enfin Y existence de V axe instantané, 
par rotation et glissement^ des solides dans l'espace hit 
démontrée géométriquement par M. Poinsot et par 
M. Chasles, et M. Poncelet, abandonnant les cônes 
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roulants de M. Poinsot, fit voir que le mouvemeut le 
plus général d'un corps solide se réduit à celui d'une 
surface gauche qui roule et glisse sur une autre surface 
gauche, fixe dans l'espace, avec laquelle elle se rac- 
cordée constamment. 

D'Âlembert avait songé à Futilité qu'il y aurait à 
étudier le mouvement, abstraction faite de ses causes ; 
Carnot avait même projeté, sous le nom de mouvements 
géométriques j un ouvrage qui n'a malheureusement pas 
paru, mais dont il donne une idée dans divers écrits. 

Dans son Essai sur la Classification des Connaissances 
humaines^ Ampère fait ressortir tous les avantages que 
Ton retirerait d'une science dans laquelle on s'occu- 
perait des propriétés géométriques du mouvement 
sans faire intervenir les idées de force et de masse. 
Il donne le nom de Cinématique (xiVYjjxa, mouvement) 
à cette science, qu'il circonscrit toutefois à l'étude 
des rapports entre les vitesses des différentes pièces 
d'une machine. 

Dans ses leçons à la Faculté des Sciences de Paris 
(i838 à 1840), M. Poncelet essaya de réaliser la con- 
ception philosophique d'Ampère, en l'appliquant à la 
théorie géométrique des principaux organes de trans- 
mission du mouvement, à celle des appareils à tWt- 
cation continue ou traceurs ^ propres à observer ex- 
périmentalement la loi des mouvements absolus ou 
relatifs, etc. 

L'année suivante (i84i), M. Willis, professeur à 
l'Université de Cambridge, publia son Traité de Ciné- 
matiquCy où se trouvent exposés la théorie géométrique 
et le tracé d'un grand nombre de mécanismes. 

En i84i,M. Poncelet, agrandissant le cercle des 
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idées géométriques relatives au mouvement curvi- 
ligne, introduisait dans la science la notion fonda* 
mentale des accélérations géométriques^ dont j'ai intro- 
duit la considération dans mes Eléments de Méca^ 
nique (^), en m'appuyant sur les données des leçons 
du même géomètre à la Faculté des Sciences de Paris. 

C'est ainsi que M. Poncelet parvint définitivement 
à poser les bases d'une science qu'Ampère s'était plu 
à définir, en ne l'envisageant toutefois que dans ses 
applications pratiques, et qui, si Ton en excepte un 
Mémoire de M. Transon (^) sur le mouvement des 
figures planes, se trouvait limitée aux déplacements 
du premier ordre. 

En partant des accélérations simples de M. Ponce- 
let, M. Bresse {***) douna^ en la complétant par l'ad- 
dition de propriétés nouvelles, une autre solution du 
problème des rayons de courbure des figures planes, 
traité antérieurement par M. Transon. 

De son côté, M. Rivais (****) établit un théorème 
remarquable sur l'accélération dans le mouvement 
d'un corps solide autour d'un point fixe. 

Enfin, le théorème de Coriolis sur le mouvement 
relatif ou apparent d'un point n'est plus maintenant 
qu'une question de Cinématique, comme on peut le 
voir dans les additions à mes Eléments de Mécanique. 



{*) Paris, i85i| chez MM. Didot frères et Mallet-Bachelier, libraires. Cet 
ouTrage comprend, sous le titre d,^ Additions, Texposé rapide des principes 
fondamentaux de la Dynçimique des points matériels et leurs plus simples 
applications à TAstronomie et à la Physique terrestre. 

{**) Journal de Mathématiques pures et appliquées^ t. X, p. 845. 

(***) T. XX, XXXV? cahier an Journal de l'École Polytechnique, p. 89; 
i85i. 

C****) Ibid, Appendice, p. 109. 
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Je donnerai le nom de Cinématique pure à la science 
rationnelle dans laquelle on s^occupe des mouvements 
géométriques, considérée en dehors de son applica- 
tion à la théorie des machines, qu'Ampère appelait 
tout simplement Cinématique. 

Depuis 1 85o, je n'ai pas cessé d'étendre le domaine 
de la Cinématique, et je suis arrivé à des théorèmes 
que je crois importants sur le roulement et le glisse- 
ment des corps solides, sur les accélérations dans le 
mouvement le plus général d'un système invariable^ 
sur le mouvement relatif d'un point et d'un corps so- 
lide, et enfin sur les déplacements du troisième ordre 
mesurés par ce que j'ai appelé la suraccélération^ et 
dont M. Transon (*) s'était déjà occupé, sous un autre 
nom, dans le seul cas du mouvement d'un point, mais 
en se plaçant à un point de vue plutôt métaphysique 
que géométrique ou dynamique. 

Dans le présent ouvrage, je me suis attaché à coor- 
donner les connaissances que nous possédons en Ci- 
nématique pure, à en former un corps de doctrine 
qui se suffise à lui-même, au moyen d'un certain 
nombre de démonstrations nouvelles propres à faire 
éviter les cercles vicieux et les pétitions de principes. 

J'ai cherché de plus à montrer^ par un grand nom- 
bre d'exemples, les ressources que la Cinématique 
fournit à la Mécanique et à la Géométrie ; parmi ces 
exemples, je citerai la théorie de la courbure des sur- 
faces et la recherche des propriétés des enveloppes 
des courbes planes et sphériques déduites de la con- 
sidération des mouvements relatifs. 

(*) Journal de Mathématiques pures et appliquées, t. X, i8/|5. 
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Dès que l'on a posé les lois de Tinertie et de IVga- 
lité entre l'action et la réaction, la partie physique 
de la Mécanique y c'est-à-dire Tétude du mouvement 
des systèmes matériels, des corps solides, se réduit à 
un simple corollaire de la Cinématique; et les pro- 
blèmes que l'on peut se proposer ne présentent plus 
que des difficultés de calcul souvent réduites par la 
Géométrie. 

Enfin j'ai esquissé^ dans quelques notes placées soit 
au bas des pages, soit à la fin du volume, les princi* 
pales applications de la Cinématique à la Mécanique, 
extraites en grande partie de Mémoires que j'ai pu- 
bliés dans divers recueils. 

Qu'il me soit permis, en terminant, d'adresser mes 
remerciments à M. Chevilliet, professeur de Mathé- 
matiques spéciales au Lycée de Besançon, qui a bien 
voulu revoir mon travail, et m'indiquer d'utiles cor- 
rections. 
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CHAPITRE PREMIER. 

DE LA VITESSE. 



§ I***". NOTIOKS rRÉLlMINÀlKr.S. 

1. Un corps est en repos ou en moui^etnent, selon que 
sa position par rapport à celle d'autres corps considérés 
tx)inme fixes reste constamment la même ou varie successi- 
vement. 

Le repos et le mouvement sont absolus ou relatifs, sui- 
vant que les corps auxquels on rapporte la position du nio* 
bile, occupent ou n'occupent pas constamment le même 
lieu de Tespace. 

Le repos absolu ne paraît pas devoir exister dans la na- 
ture^ on sait, en effet, que les corps placés à la surface de 
la terre participent au double mouvement de cette planète 
autour de son axe et autour du soleil, et que le soleil lui- 
même est emporté dans l'espace en entraînant avec lui les 
planètes et les satellites qui les accompagnent. 

2. Un corps solide ou sysfème im^ariuble sera pour nous 
un système géométrique de points dont les distances respec- 
tives restent constamment les mêmes. 

Pour passer de cette définition à celle des corps solides 

I 
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tels que la nature nous les présente, il suffit de supposer 
que ces points sont des éléments matériels doués de cer- 
taines propriétés physiques de la matière dont nous n'avons 
pas à parler ici . 

- Nous nous occuperons en premier lieu du mouvement 
d'un point faisant ou non partie d'un système invariable, 
ce qui nous donnera, comme nous le verrons plus tard, tous 
les éléments nécessaires pour aborder l'étude du mouve- 
jnent d'un corps solide. 

3. Lorsqu'un point se meut, ses diverses positions dé- 
terminent les points d'une courbe continue nommée trajec- 
toire. Selon que celte trajectoire est droite ou courbe , on 
dit que le mouvement est rectiligne ou curx^iligne. 

On appelle ordinairement élément de chemin ou chemin 
élémentaire un arc infiniment petit de la trajectoire. 

§ II. — De la Vitesse. 

4. Mous^ement uniforme* — Le -mouvement d'un point, 
curviligne ou rectiligne, est uniforme lorsque les chemins 
qu'il parcourt sont proportionnels aux temps employés à 
les parcourir. 

On donne le nom de "vitesse,- dans le mouvement uni- 
forme, au chemin parcouru dans l'unité de temps adoptée. 

Soient s Tare de trajectoire décrit ou parcouru au bout 
du temps ï, m la vitesse 5 on a 

s V 

- = -, j=:»;/; 

/ I 

de sorte que la vitesse est égale au rapport constant des 
espaces parcourus aux temps écoulés, et V espace parcouru 
est égal au produit de la vitesse par le temps. 

Nous prendrons le mètre pour unité de longueur et la 
86 4oo® partie du jour moyen ou la seconde pour unité de 
temps. 
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5. Mouifement ifarié, — Le mouveracnt est varié quand 
les chemins parcourus ne sont pas proportionnels aux 
temps correspondants. 

II arrive souvent dans les applications que le rapport 
varie assez peu de part et d'autre d'une certaine valeur 
constante : on considère alors le mouvement comme uni- 
forme; mais la vitesse qui résulte de cette hypothèse n'est 
à proprement parler qu'une vitesse moyenne. C'est ainsi 
que l'on dît d'un homme, d'un cheval, d'une locomotive, 
que leur vitesse est de tant de mètres par seconde, par mi- 
nute, ou de tant de kilomètres par heure*, mais ces chiffres 
ne donnent que de simples approximations. 

6. Représentation géométnque de la loi du moiwemenl 
varié. 

Il résulte de ce qui précède que la loi du mouvement varié 
d'un point sur sa trajectoire sera connue si l'on donne une 
équation de la forme 

/ 

au moyen de laquelle on calculera le chemin parcouru au 
bout d'un temps donné f, ce qui fera connaître la position 
du mobile, en comptant les chemins à partir d'une origine 
commune. • 

On aura une représentation géométrique du mouvement 
en construisant la courbe ayant pour équation 

dont t représenterait l'abscisse et s l'ordonnée. Le tracé de 
la courbe pourra s'effectuer soit au moyen de la relation 
ci-dessus, soit par la seule connaissance d'une table qui don- 
nerait en nombres les valeurs de s correspondant à une 
série de valeurs de t \ c'est ce qui arrivera notamment lors- 
que les temps et les espaces seront des résultats de Tobser- 

valion. 

T. 
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En appliquant ces considëraiions au mouvemeut uni-' 
forme, ou reconnait, en prenant pour origine la position 
initiale du mobile, que la loi du mouvement est représentée 
graphiquement par une droite passant par V origine des 
temps et dont le coefficient angulaire mesure la vitesse. 

7. Vitesse dans le mou\*ement varié, — On appelle vi- 
tesse du mobile au bout du temps /, dans le mouvement 
varié, celle qui résulte de Thypothèse d'un mouvement uni- 
forme dans le parcours du chemin élémentaire ds^ corres- 
pondant à un temps infiniment petit dt. On a ainsi 

dt ' 

en d'autres teimes, /a vitesse est la dénï^ée de l'espace par 
rapport au temps. 

Lorsque s sera connu en fonction du temps, une simple 
différenliation donnera la vitesse qu'on obtiendra approxi- 
mativement^ dans tous les cas, en menant la tangente à la 
courbe ayant le temps pour abscisse et Tespace pour or- 
donnée^ et l'on voit facilement que le rapport de Vordon- 
née à la sous-tangente mesure la vitesse, 

8. Vitesse angulaire, — Concevons qu'un point par- 
coure un cercle de rayon r avec la vitesse v^ tous les points 
du ravon r décrivant des arcs semblables, leurs vitesses sont 
proportionnelles à leurs distances au centre; de sorte que 
si p»' est la vitesse de celui de ces points qui décrit la circon- 
férence de rayon /•', on a 






Ce rapport constant représente la vitesse &) du point dn 
rayon situé à l'unité de distance du centre, et à laquelle on 
donne le nom de 2Ùtesse angulaire du moui^emetit de rota» 



tion , 
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Il suflil de conuailre la vitesse angulaire pour déiinîr le 
mouvement, puisque Ton a 

Si B représente la mesure de l'augle formé par le rayon mo- 
bile avec un certain rayon fixe pris pour origine des angles, 
on a 

dt 

puisque B repi^ésenle Tespace parcouru par le point situé à 
Tunilé de distance du centre* 

Revenons maintenant au cas général où le mobile décrit 
Hne trajectoire quelconque plane ou gauche. Soient m^ m 
deux positions consécutives du mobile^ O un point du plan 
normal à l'élément miu'. Il est clair que Ton peut regarder 
le chemin mm' comme décrit par le mobile dans un mou- 
vement circulaire autour du point O, considéré comme fixe, 
pendant le temps dt^ avec la vitesse angulaire 



mm' I V 



fil) 



dt m O /// 



Mais comme, en général, tous les plans normaux à la courbe 
ne se couperont pas en un même point de l'espace, le point 
O ne pourra pas être considéré comme le centre d'une ro- 
tatiou continue. C'est pourquoi on dit que cd est une vitesse 
angulaire instantanée autour du centre instantané O. 

9. Détermination de Vespace parcouru connaissant ta 
%yitessè. 

Soient 5o el s les espaces parcourus au bout des temps /« 



et t\ on a 



//.v= vdt\ 
d'oùt 






et une intégration donnera Tcspacc s^ lorsque ^ sera donnée 
en fonction du temps. 
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On pourra, dans tous les cas, obtenir, du moins approxi- 
mativement, l'espace parcouru s — S(, dans l'intervalle 
t — ^01 en calculant, au moyen d'une méthode connue de 
quadrature par approximation, Taire de la courbe ayant le 
temps pour abscisse et la vitesse pour ordonnée, comprise 
entre les ordonnées correspondant aux abscisses t et Tq. 

10. Du mouvement uniformément varié. — Le mouve- 
ment d'un point est uniformément "varié quand la vitesse 
croît ou décroît de quantités proportionnelles au temps. 

Ce mouvement est uniformément accéléré ou retardé 
selon que la vitesse augmente ou diminue. 

La vitesse w' dans le mouvement uniformément varié est 
donc représentée par une expression de la forme 

(i) V z=zi>Q±at, 

p'o étant la vitesse initiale ou relative au premier instant, 
a une constante positive qui représente la variation con- 
stante éprouvée par la vitesse au bout de chacune des uni- 
lés de temps successives. 

La constante a est en quelque sorte la vitesse constante 
avec laquelle le mouvement s'accélère ou se retarde, puis- 
que Ton a 

t 

et elle mesure ainsi Y accélération du mouvement. Nous lui 
donnerons le nom A^ accélération dans le sens du mouise- 
ment pour un motif que nous ferons connaître plus loin^ 
lorsque nous parlerons de l'accélération proprement dite, 
qui ne se confond avec elle que dans le cas particulier du 
mouvement rectiligne. 

En remplaçant i^ par sa valeur —- ? dans la formule (i), 

on obtient l'équation 

ds 



dt ' 
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dont riiitégralioli 



dt 



donne, en supposant que l'origine des espaces corresponde 
à celle du temps, 



(2) 



i' = Pu / it 



Fig. I 



On peut arriver géométriquement à ce résultat en remar- 
quant que l'équation (i) représente 
{^fig. î) une droite AB ou AB' selon 
que le mouvement est uniformé- 
ment accéléré ou retardé, dont v 
est l'ordonnée, t l'abscisse, l'ordon- 
née à l'origine OA étant i^o ; AB et 
AB' sont symétriquement situées 
par rapport à la parallèle AC à l'axe des abscisses, passant 
par le point A. Soient B, C, B' les points de AB, AC, AB' 
correspondant à l'abscisse OD = ?; on a 

et (9) 
s = aire ABDO ou aire AB' DO = aire ACDO ±: aire ABC , 




et enfin 



2 



Vnt 



2 



Ainsi dans le mouvement uniformément varié, l'espace est 
une fonction du second degré du temps. La réciproque de 
cette proposition est évidemment vraie; car si 

m et n étant des constantes, on a ^ en différent! an t, 

ds 



dt 



= p = /W -|~ 2/ï^, 



et celte vitesse varie bien proporlionucllemcnt au temps. 
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H . La formule (2) peut, en ayant égard à la relation (i), 
se mettre sous la forme 

.y zzz t h ~ \ = t , 



ce qui exprime que : 

Dans le moui^ement uniformément 'varié, le chemin 
parcouru dans un certain temps est le même que si le 
mobile eût été animé d^une imites se constante égale à la 
demi-somme des vitesses initiale et finale effectives. 

Si le mobile n'a pas de vitesse initiale ou part du repos, 
les formules (i) et (2) se réduisent à 

t^ ■= at. s = — • 

2 

Les vitesses sont proportionnelles aux temps écoulés cl 
les espaces parcourus aux carrés de ces temps, 

12. Chute verticale des corps pesants dans le vide, — 
La chute des corps pesants dans le vide offre pour chacun 
des points qui les constituent un exemple remarquable du 
mouvement rectiligne uniformément accéléré. 

On a trouvé expérimentalement à Paris pour la valeur de 
la constante «, que l'on désigne ordinairement par l'ini- 
tiale g du mot grax^ité, et qui représente la vitesse au bout 
de la première seconde, ou le double de l'espace parcouru 
dans le même intervalle de temps, 

ff = 9",8o88. 

La constante g est aussi ce que l'on nomme Vaccéléra- 
lion de la grai^ifé. 

Si donc un corps tombe dans le vide sans vitesse initiale, 
sa vitesse au bout.du temps t sera 

(3) v=.gt, 
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et la hauteur h qu'il aura parcourue dans sa chute verti- 
cale est 

(4) *=î^''' 

d'où, par l'élimination de t entre (3) et (4), 



ce qui fait dire que ^^gh est. la vitesse due à la Hauteur h. 

Les formules (3) et (4) permettent de résoudre une 
série de problèmes dont le lecteur trouvera facilement et 
les énoncés et les solutions. Nous ne ferons que la remarque 
suivante : 

Au bout du temps f -f- i la hauteur de la chute est 

d'où, en retranchant de l'équation (4), 

Donc les chi*mins parcourus dans les unités de temps 
successives, à partir du premier instant, sont entre eux 
comme les nombres impairs successifs. 

13. ascension des corps pesants dans le "vide. — Con- 
sidérons le mouvement d'un corps pesant lancé verticale- 
ment de bas en haut dans le vide avec la vitesse initiale U(, . 
L'expérience prouve que les formules relatives au mouve- 
ment uniformément retardé sont applicables, et que 

I 

P = ^',— gty h=ZV,t — -- gt\ 

Le mobile arrivera à sa plus grande hauteur lorsque la vi- 
tesse y sera nulle, ou au bout du temps t = --, ce qui donne 



S 
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pour la hauteur maximum à laquelle il sera parvenu 



f^ __ ^ a.!J.=:liL 



2g- 



2 g* 



^S 



c'est pourquoi on nomme — ^ la hauteur due à la vitesse ^'o• 

A partir de cet instant, le mobile tombera d'un mou- 
vement uniformément accéléré, et il est facile de voir que 
la vitesse au bas de la chute sera précisément égale et con- 
traire à la vitesse initiale p'o • 

Il est nécessaire d'ajouter que , dans l'air et pour un mo- 
bile de dimensions ordinaires, la hauteur d'ascension et la 
vitesse acquise au bas de la chute seraient moindres que ne 
l'indiquent les formules à cause de ce qu'on appelle la ré- 
sistance du milieu. 



§ III. — De la Projection des Vitesses sur une droite 

ou UN PLAN. 

14. Nous représenterons graphiquement la vitesse d'un 
point mobile par une longueur proportionnelle à cette vi- 
tesse portée dans le sens du mouvement sur la tangente à la 
trajectoire, à partir du point de contact \ on comprend dès 
lors ce que l'on doit entendre par la projection orthogo- 
nale ou oblique, d'une vitesse sur une droite ou un axe fixe. 
Nous supposerons dans ce qui suit, à moijis d'un aver- 
tissement spécial, que les projections sont orthogonales. 
Soient m [fig- 2) la position actuelle du mobile sur sa 

trajectoire ; mm' l'élément de chemin 
parcourju dans le temps dt\ «, n' les 
projections de m et m' sur un axe 
fixe Ox\ \^ la vitesse de m -, si^ la vi- 
tesse de sa projection n. On a 



Kig. a. 




n n 



m m ' = vdt , n //' = c, dt. 
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Or ««'=/» m' cos (x, i^), en désignant, par le symbole 
(x, i^) Tangle formé par Ox avec mm\ On déduit de là 

Vx = *^ cos(j:, c). 

La projection orthogonale d'une vitesse sur un axe quel- 
conque est ce que l'on nomme la vitesse du mobile, estimée 
suivant cet axe. On a donc cet énoncé : La vitesse d'un 
point estimé suiv^ant un axe est égale à la vitesse de la 
projection du point sur cet axe. 

On reconnaîtra sans peine que cet énoncé s'applique éga- 
lement aux projections obliques. , 

Si nous rapportons le mouvement du point à trois axes 
fixes rectangulaires Ox, Oj^ 0«, on a, en appelant p'^c? *^») 
i^.les vitesses des projections du mobile sur ces trois axes, 

f'^= i>cos(x, p), «y = «/ces (j,p), V, = j^COS (z, l'), 



= )/pl-ht^y--h**l 



La vitesse d^un point est donc complètement déterminée 
quand on connaît les vitesses des projections de ce point 
sur trois axes rectangulaires. 

Si la trajectoire est plane et que l'on prenne son plan 
pour celui des xy^ il vient 

15. Si l'on considère le mouvement de la projection d'un 
point mobile sur un plan, on reconnaîtra sans difficulté, au 
moyen d'un raisonnement analogue au précédent, que la 
vitesse de la projection du point est la projection dé la vi- 
tesse de ce point sur le plan. 

Nous donnerons plus loin des applications des deux 
théorèmes que nous venons d'établir. 
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§ IV. — De la Composition des Vitesses simultanées. 



16. Expliquons d'abord comment un point peut être 
considéré comme animé simultanément de plusieurs mou- 
vements distincts. Concevons à cet effet une bille qui se 
meut sur un bateau, entraîné lui-même dans le mouvement 
d'une rivière. Le centre de cette bille possède à la fois : 
1^ le mouvement relatif dont elle est animée par rapport au 
bateau^ 2^ le mouvement recliligne du bateau par rapport 
aux rives ] 3° le mouvement que celles-ci possèdent en com- 
mun avec la terre autour de spn axe et autour du soleil. 

De tels mouvements sont dits relatifs ou indépendants, 
parce que, en effet, chacun d'eux est censé avoir lieu comme 
si tous les autres n'existaient pas. 

Dans la question précédente, le mouvement réel ou ab- 
solu est appelé mom^ement résultant des mouvements si- 
multanés relatifs; ces derniers portent le nom de moui^e^ 
ment s composants, 

La vitesse du mouvement résultant est aussi la résultante 
des vitesses des autres mouvements considérés, et celles-ci 
en sont les composantes, 

17. La résultante de deux vitesses simultanées dont un 
point est animé, est représentée en grandeur et en direction 
par la diagonale du parallélogramme construit sur les 
droites qui représentent ces vitesses. 

Supposons 641 premier lieu 
que le point m [fi g- 3) soit 
animé de deux mouvements 
rectilignes et uniformes sui- 
vant les directions wB et mC. 

Soient \^ la vitesse dont m B 
est la direction; i^' la vitesse du 
mouvement suivant wC; on devra considérer le point m 



Fig. 3. 
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comme se mouvant uniformément sur la droite mti avec 
la vitesse u^ tandis que cette droite se déplace parallèlement 
à elle-même en s'appuyant par son extrémité m sur la di- 
rection mC, de manière que chacun de ses points soit animé 
d'un mouvement uniforme dont la vitesse est elle-même 
égale et parallèle à p'. 

Supposons que le mobile partant de sa position initiale m 
soit arrivé en d au bout du temps t et que, par conséquent, 
la droite wB se soit transportée dans ce temps parallèle- 
ment à elle-même en tv/e; on a 

me = u'i, cri = vt, 
d\)ù 

me V 

i'd V 

ce qui prouve i*^ que le mobile se meut sur une droite mdï) 
de direction déterminée -, a" que les chemins nid^ mD décrits 
sur cette droite sont proportionnels aux espaces correspon- 
dants wc, m C décrits sur m{L\ 3° que mB = i^, wC= i^ re- 
présentant les chemins relatifs à Tunité de temps, wD sera 
pareillement le chemin décrit par le mobile pendant cette 
unité', 4° enfin, que si Ton nomme V la vitesse résultante, 
elle est représentée par la diagonale mD du parallélo- 
gramme /«BCD construit sur mB et mC, ce qui est con- 
forme à renoncé. 

Deivx mouvements simultanés et indépendants quelcon- 
ques d*un point pouvant être supposés recti lignes et uni- 
formes pendant un temps infiniment petit, il s'ensuit que 
la vitesse du mouvement résultant sera toujours représen- 
tée en grandeur et en direction par la diagonale du paral- 
lélogramme construit sur les droites qui représentent les 
vitesses composantes. 

18. Décomposition d'une vitesse en deux autres direc- 
tions données. — La vitesse V (fig- 3), représentée en 
grandeur et en direction par la droite znD, peut toujours 
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être considérée coin oie résultaut de deux autres mouve- 
ments simultanés et indépendants suivant les directions 
données wB, wC^ les vitesses m = mB,i^ == mC de ces der- 
niers, s^obtiendrout en construisant le parallélogramme 
mBCD, dont la diagonale représente la vitesse du mouve- 
ment proposé. 

19. Relations algébriques entre deux vitesses et leur ré- 
snltante, — Le triangle m CD donne 

V =r ^v^ -h if'^ •+- 7.vv' COS Vyv' )^ 

sin(V,p) = ySin(p,«;'), 

sin(V,p') = ~5in(c.,o'), 

formules qui déterminent complètement V en grandeur et 
en direction et au moyen desquelles trois quelconques des 
éléments du triangle me D étant donnés, pourvu qu'il y 
entre au moins un côté, on trouvera au besoin les trois 
autres. 

Si les vitesses v çi\.\^ sont à angle droit, ou a 



sin(V,(0: 



v' 



v/p2 + f ' 
COS (V, (?) = sin (V, (-•') t= 



2-J_p'2 



yp 

20. La résultante de trois vitesses dont un point est 
animé simultanément est représentée en grandeur et en 
direction par la diagonale du parallélipipède construit sur 
les droites qui représentent ces trois vitesses» 

Soient (fig. 4) AB, AC, AD les droites qui représentent 
les trois composantes \ la résultante des deux premières sera 
représentéepar la diagonale AH du parallélogramme ABHC 



H 



\ 


/ 


\ 

\ 


^ — 

1 


/ 




/\>^ 


/ 


! 


^■^"^ 


/ 


^1 


\ i 


/ 
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qui leur correspond. La résultante de celte vitesse AH et de 
Fig. 4. la troisième vitesse ÂD, ou la résultante 

des trois vitesses proposées, sera repré- 
E semée par la diagonale AE du parallé- 
logramme ADEH, c'est-à-dire par la dia- 
gonale du parallélipipëde construit sur 
\/ \ ! les droites AB, AC, AD5 ce qui prouve 
d" aussi que Ton arrive bien au même ré- 

sultat, quel que soit l'ordre dans lequel on effectue la com- 
position des vitesses. 

Réciproquement, on peut décomposer une vitesse connue 
en grandeur et en direction en trois autres de directions 
données. Il suffit, en effet, de construire sur Jes trois di- 
rections un parallélipipède dont la diagonale soit la dix)ite 
qui représente la vitesse proposée. D'ailleurs la géométrie 
descriptive indique des méthodes très-simples pour effectuer 
la construction à l'aide de deux plans de projection, comme 
on le verra plus généralement ci-après. 

21 . Relations entre, trois vitesses rectangulaires et leur 
résultante, — Si V est la résultante des trois vitesses rec- 
tangulaires \^y p', i^\ ^^fig' 4 donne évidemment 



y=)fi 



/'3 



ces (V, P) == ^, cos (V, c') =-^, ces (V, i/') 



V 



» 



formules qui déterminent complètement V en grandeur et 
en direction. 



22. Composition d'un nombre quelconque de vitesses 
simultanées. — Soient {fig> 5) AB, AC, AD, AE, AF, les 
droites qui représentent ces vitesses en grandeur et en direc- 
tion. Composons d'abord les deux premières, puis leur ré- 
sultante AN avec la troisième, la résultante de ces deux 



Fig. 5. 




16 TUAIT É 

dernières avec la quatrième, et ainsi de suite. On arrive de 

cette manière à la résultante AR de 
toutes les vitesses composantes^ et du 
tracé de la figure on déduit le théo- 
rème : 

La résultante ttun nombre quelcon- 
que de vitesses est représentée en gran^ 
fleur et en direction par le dernier côté 
de la ligne polygonale formée par de.s 
droites respectiv^ement égales et parallèles à celles qui re- 
présentent les composantes^ et de même sens. 

23. En considérant la projection des vitesses et de leur 
polygone sur un plan quelconque, on en tire immédiate- 
ment cette conséquence, qui conduit à une construction 
très-simple de la résultante dans l'espace. 

La projection de la résultante sur un plan est la résul- 
tante des projections des vitesses composantes. 

24. Dans le cas particulier où les vitesses sont dirigées 
suivant la même droite, leur résultante est égale à la somme 
algébrique de ces vitesses, en considérant comme positives 
celles qui ont un certain sens et négatives celles qui ont un 
sens contraire. 



25. Du théorème du n° 22 et d'un théorème connu en 
géométrie, on déduit le suivant : 

La résultante d'un nombre quelconque de vitesses, esti^ 
mée ou projetée sur un axe donné, est égale à la somme 
algébrique des vitesses composantes estimées suivant le 
même axe. 

Maintenant il est facile de voir que, quel que soit l'ordre 
dans lequel on compose les vitesses, on arrivera toujours au 
même résultat ^ car, quel que soit aussi le mode de compo^ 
sition successive de ces vitesses, la somme de leurs projec- 
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lions sur un axe quelconque en est complètement indépen- 
dante, et, par conséquent, on obtiendra toujours une même 
résultante dont la grandeur et la direction seront ainsi com- 
plètement déterminées par ses projections sur trois axes ar- 
bitraires. 

26. — Détermination algébrique de la résultante d'un 
nombre quelconque de vitesses, — Rapportons les vitesses 
composantes p», (/, p''', . . . et leur résultante V à trois axes 
rectangulaires Ox^ O^, Oz passant par un même point O. 
Le ihéorème 25 donne 



/ V cos (xy V ) = p ces ( JT, V ) -t- *'' ces ( .r, p' ) 
(A) ' Vcos(/,V) = PCOs(/,t') -4- /cos (>-,('') H- ... , 

' VC0S(Z,V)=:PC0S(Z, P) -h P'C0S( Zyv') -h .... 

Appelant X, Y, Z, les sommes algébriques des vitesses com- 
posantes projetées sur les trois axes Ox, Oy^ Oz, on a les 
relations 

V = ^xJTym^, 

(B) COS(.r,V)=-, COs(r,V) =~, C0S(Z,V)=:^, 

qui déterminent complètement V en grandeur et en direc- 
tion . 

Si les vitesses sont situées dans un même plan, on a, en 
prenant ce plan pour celui des jry, les formules plus simples ^ 



V==v/X.-^-i-Y% 

X Y 

cos (x, V) = - 5 sin ( j:, V) = - ' 

Enfin il est facile de reconnaître, à Tinspeclion des for- 
mules (A), que l'on peut décomposer d'une infinité de ma- 
nières différentes une vitesse en plus de trois autres de direc- 
tions données. 

2 
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27. Digression sur les sommes et les différences geomé- 
triques, — Si, pour exprimer que la vitesse V est le dernier 
côté du polygone formé par les lignes qui représentent 
i^, \^\ i^'', ... en grandeur, en direction et en sens, nous 
nous servons de la notation symbolique 

nous dirons a>cc M. de Saint-Venant que V est la somme 
géométrique des longueurs t', i^\ p»", .... La différence géo- 
métrique de V et p», ou Vexcès géométrique de la ligne V 
sur la ligne i^, sera la ligne w, qui, ajoutée géométrique- 
ment à J^, donnera V, et nous écrirons 

La résultante des vitesses ^'j i'', v>'\ , . . avec la vitesse it 
étant la même que celle de V et de m, on a 

(c) y"\-Tiz=T>-^'ï^'-{-^-h. ■ .-h«. 

En prenant u en sens contraire, on aurait 

(ci) V — 7i = 'û-h^^-h^- . . — «. 

Les formules symboliques telles que (a), (A), (c), (d) 
<pnt reçu le nom adéquations géométriques linéaires, et l'on 
voit, i^ que Ton peut ajouter ou retrancher une même 
quantité aux deux membres d'une pareille équation ; 2^ que 
Ton peut faire passer un terme d'un membre dans un autre, 
pourvu qu'on en change le signe. 

Les équations géométriques linéaires, dont nous étudie- 
rons à mesure les propriétés, nous seront fort utiles plus 
tard comme moyen de simplifier les démonstrations. 
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§ V. — Applicatio]v de la Composition des Vitesses 

A LA GÉOMÉTRIE. 



Fit?. 6. 



28. Méthode de Roberx^al pour mener les tangentes aux 
courbes, — On doit à Roberval xme mélhode basée sur la 
composhion des vitesses, pour construire la tangente aux 
courbes dont la génération est susceptible d'èlre définie 
par le mouvement d'un point, lorsque ce mouvement peut 
être considéré comme résultant de la composition de deux 
ou plusieurs mouvements simultanés dans lesquels les rap- 
ports entre les grandeurs et les directions des vitesses sont 
connus. 

Nous allons faire connaître cette méthode en Tappli-, 
quant à quelques exemples. 

i® Mener la tangente en un point de la spirale d'^i- 
chimède. — Soient (fig- 6) Ox l'axe polaire, m un point 

de la courbe, r le rayon Om, 
l'angle qu'il forme avec Ox, 
r=zaB l'équation de la courbe 
a étant une longueur con- 
stante. La ^courbe peut être 
considérée comme engendrée 
par un point m, mobile sur leu 
rayon Om qui tourne autour 
du point O avec la vitesse an- 
gulaire^ constante 0), la vitesse de m suivant ce rayon étant 
aw. Le point m est donc animé simultanément de deux vi- 
tesses a Cl) et rot), proportionnelles à a et r, dirigées respec- 
tivement suivant le prolongement de Om et de la perpen- 
diculaire mn à cette direction. La tangente à la courbe est, 
par suite, la diagonale mq du rectangle construit sur 
mp = a et mn = r. 

Si Ton conçoit que Ton fasse tourner le rectangle nnipq 
de 90° autour du point m de la droite vers la gauche, mn 

2. 
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viendra se placer suivant mO, mq deviendra la normale, 
et nq la sous-nermale à la courbe; et. comme nq a une 
longueur constante égale à a, on voit que : Dans la spirale 
d^ Archimède la sous^normale est constante, 

La même méthode permet de construire la tangente à 
toute courbe polaire définie par son équation 7-=y(0); 
car cette courbe peut être considérée comme engendrée 
par un point mobile suivant le rayon vecteur avec la vitesse 

— t rayon tournant lui-même autour du pôle avec la vitesse 

angulaire — • Le point m étant ainsi animé de deux vitesses 

, , dr dô . , -. 

simultanées -7- et r -j- suivant Je rayon vecteur et perpendi- 
culairement à ce rayon, la tangente à la courbe s'obtiendra 
en traçant la diagonale du rectangle construit sur les lon- 

dr , 

gueurs — et /'portées sur les directions de ces vitesses aux- 

quelles elles sont proportionnelles. On déduit de là que la 
tangente trigonométrique de l'angle formé par la tangente 

à la courbe avec le rayon vecteur a pour expression — 5 

ce qui est conforme au résultat donné par l'analyse. 

1^ Mener la tangente à la quadratrice, — Cette courbe 
a été inventée par Dinostrate dans le vain but d'arriver à 
la quadrature du cercle. Elle est engendrée (Jig^ 7) par un 

point w, mobile le long d'une droite 
Om qui tourne autour d'un point O, 
de telle manière que l'angle niOmQ 
formé par ce rayon avec sa position 
initiale 0/r/o est à l'angle droit 
comme la distance nnto des positions 
actuelle et initiale du mobile, en pro- 
jection sur le rayon correspondant à cette dernière, est à la 
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longueur de ce même rayon j en d'aulres termes, on a 

Il est clair que le point m se déplace comme s'il était 
animé simultanément du mouvement de n parallèlement 
à rwoW et du mouvement qu'il prendrait s'il restait immo- 
bile sur le rayon Om. Or rien ne s'opposant à ce que Ton 
considère le mouvement de rolation de Om autour du 
point O comme ayant lieu avec une vilesse angulaire con- 
stante Ot), ou a 

et la vitesse constanle du point n a pour valeur 

t iz 

9 

La vilesse du point /?/, considéré comme appartenant au 
rayon O^, étant w.Ow, on aura la direction de la vi- 
tesse du point mobile /« ou de la tangente à la courbe, 
en traçant la diagonale mi du parallélogramme construit 
sur la perpendiculaire md=:Om à Oa et la parallèle 

me = ~ • 0/no= o,6366 Om^ à 0//7o', qui sont proportion- 
nelles aux deux vitesses composâmes du point m. 

3" Mener la tangente en un point donné des courhe.< 

du second degré, — Soient 
{fig, 8) F et F' les deux foyers 
d'une ellipse que nous consi- 
dérerons'comme la trajecloifc 
d'un point mobile m. La 
somme des longueurs mF et 
m F' étant constante, mF se 
rarcourcit ou s'allonge d'une 
longueur égale à celle dont 
/A/ F' s'allonge ou se raccour- 
cit. U résulte de là que la vi-* 
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lesse du point m est la diagonale nic^ commune à deux pa- 
rallélogrammes : Tun construit sur une vitesse V = ma 
suivant /riF, dirigée, par exemple, de m vers F, et sur la 
vitesse m&, résultant de la rotation du rayon vecteur au- 
tour du foyer; l'autre sur une vitesse ma' égale à V, dirigée 
suivant le prolongement de F'm, et sur la vi lesse rolatoire 
mb^ de m autour de F'. 

Ces deux parallélogrammes cbma, cb' ma' sont donc 
égaux comme ayant même diagonale et un côté égal, et leur 
diagonale commune ou la tangente à la courbe est par suite 
également inclinée sur les côtés égaux à V, et divise ainsi 
en deux parties égales Tangle formé par l'un des rayons 
vecteurs et le prolongement de Tautre. 

En employant le même raisonnement, on arrivera faci- 
lement à prouver que la tangente en un point de l'hyper- 
bole est la bissectrice de l'angle formé par les rayons 
vecteurs focaux, et que la tangente à la parabole divise 
en parties égales l'angle compris sous le rayon vecteur 
mené du foyer et la perpendiculaire abaissée sur la direc- 
trice. 

4° Mener lu tangente à la cjcloïdel — Comme dernier 
exemple de la méthode de Roberval, nous allons chercher 
à construire la tangente à la cycloïde. On sait que cette 
courbe est engendrée par un point d'une circonférence de 
cercle qui roule sur une droite située dans son plan, c'est- 
à-dire qui se meut de manière que ses éléments consécu- 
tifs viennent successivement se mettre en contact avec les 
éléments consécutifs de la droite. Celte courbe se compose 
d'une infinité d'arceaux correspondant chacun à une révo- 
lution complète du cercle générateur, reliés entre eux par 
des points de rebroussement situés sur la droite directrice. 
Nous ne considérerons que l'un de ces arceaux dans ce qui 
va suivre. 

On reconnaîtra facilement que le chemin parcouru par le 
centre de la circonféjencc. parallèlement à la droite, est 



ï^'U- 9- 
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égal â l'arc correspondant décrit autour de ce centre, pen- 
dant le même temps, par un point déterminé de cette cir- 
conférence. On peut par suite considérer tout déplacement 
fini de la circonférence comme résultant de deux mouve- 
ments simultanés, Tun commun à tous ses points paral- 
lèles à la droite directrice, l'autre de rotation autour du 
centre avec une vitesse à la circonférence égale à la vitesse 
relative au premier niouvement. On peut de plus supposer 
que ces deux mouvements sont uniformes. 

Cela posé, soient {fig- 9) m la position du point décri- 
vant, ot) et K la vitesse angulaire 
autour de son centre et le rayon 
du cercle générateur, c la lon- 
gueur de la corde qui joint le 
point m au point de contact & de 
la circonférence avec la droite 
directrice èx, nit==mq les droi- 
tes, respectivement parallèles à 
bx et perpendiculaires au rayon 
mO, qui représentent les vi- 
tesses simultanées des mouve- 
menls composants du point m;. 
mjy la résultante de ces deux vi- 
tesses dont la direction est celle de la tangente à la courbe. 
Les deux triangles isocèles nitp^-mOb étant semblables 
comme ayant leurs côtés égaux respectivement perpendicu- 
laires, il s'ensuit, 1° que la vitesse mp ou la tangente à 
la cycloïde est perpendiculaire à la corde mb, ou dirigée 
suivant la corde complémentaire am 5 ou encore, que la 
normale passe par le point de contact de la circonférence 
avec la droite directrice 5 2*^ que la vitesse mp est repré- 
f entée par wc\ 




»•••< 
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CHAPITRE DEUXIÈME. 



DE L ACCELERATION ET DE SES PROPRIÉTÉS. 



§ I^. — De l'Accélération. 

29. Concevons que par un point A (fig. lo) on mène 
F»g- 'o deux droites Ai^, Ai^i qui représen- 

tent, en grandeur et en direction, 
les vitesses u^ p» -f- rfi^ que possède 
un point mobile au commencement 
et à la fin du temps élémentaire dt^ 
et soient m et ni^ les positions cor- 
respondantes du mobile. On peut 
considérer la vitesse ^'-f- ^»^ comme 
la résultante de v* et d'une autre vi- 
tesse représentée par A /i qui est du 
même ordre de grandeur que dt. 
Ainsi, au bout du temps dt^ la vitesse se compose de la 
vitesse v* et de la vitesse A/i = du qui est en quelque sorte 
la vitesse acquise ou gagnée dans le temps dl ; el c'est à 
l'intervention de cette dernière vitesse que Ton doit attri- 
buer la modification qu'éprouve le mouvement entre ni et 
/Wj. C'est pourquoi on lui donne le nom A^ accélération 
élémentaire, en réservant l'expression unique à^accéléra^ 
lion k la variation éprouvée par la vitesse rapportée à 

p . . 1 . , ^/« 

1 uni le de temps, ou a y == — -• 

Si le mouvement est rectiligne, An est égal à d\^f et Tac- 
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cèlera tion est la dérwée de la vitesse par rapport au temps; 
d'où il suit que dans le mouvement rectiligne uniformément 
varié l'accélération est la constante qui multiplie le temps 
dans l'expression de la vitesse (*). 

Si l'accélération s'annulait à partir de la position m du 
mobile, ce dernier, au lieu d'arriver en m^ au bout du temps 
dt^ parcourrait sur la tangente en m l'espace mp = udt\ 
de sorte que;?Wi, qui est une quantité du second ordre, re- 
présente la déviation, par rapport au mouvement rectiligne, 
due à l'accélération . 

L'accélération (f pouvant être supposée constante en 
grandeur eten direction pendant l'élément du temps dt^ le 
cbemin m^p, parcouru en vertu de Taccélération y et pen- 
dant le temps dt, est le résultat d'un mouvement unifor- 

dt"^ 
mément varié et a pour expression (p — (13), en négligeant 

ainsi les termes du troisième ordre. Nous donnerons plus 
loin une démonstration directe do ce théorème. 

30. Remarque relatwe aux différentielles et aux in- 
tégrales géométriques . — D'après la définition que nous 
venons de^ donner de l'accélération et les considérations 
quenous avons- exposées relativement aux sommes géomé- 
triques, on voit que l'accélération élémentaire est ce que 
l'on peut appeler la différentielle géométrique de lavitesse^ 



(*) La force étant détinie par la loi de l'inertie {^voir mes Éléments de Mé- 
canique), on voit que Teffet qu'elle produit sur un point matériel dans le 
temps dt, n'est autre chose que Taccélération élémentaire. Or nous ne pou- 
vons nous faire une idée des causes qu'en comparant entre eux les effets 
qu^elles produisent, en tenant compte des circonstances dans lesquelles elles 
agissent. Si donc on pose en principe que Veffet produit par une Jorce est 
indépendant de la vitesse acquise par le point sur lequel elle s'exerce, on est 
conduit à considérer les intensités de deux forces comme proportionnelles 
aux accélérations élémentaires qu'elles produiraient successivement dans un 
même élément du temps sur un point matériel ; ce qui revient à dire qu'elles 
sont entre elles comme les accélérations finies correspondantes. 

On déduit de là la définition du poids d'un point matériel, de la masse 
mesurée par le rapport du poids à racccicration de la gravité, etc. 
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et Taccéléralion finie, ia riériuée géométrique de la vitesse 
par rapport au temps. Nous adopterons pour représenter 

ces deux quantités les notations symboliques rf^', -— • 

Concevons que par un point A on mène des droites qui 
représentent en grandeur et en direction les vitesses que 
prend successivement le mobile et que Ton joigne leurs ex- 
trémités par un trait continu; soient u^ i/ les vitesses corres- 
pondant au commencement et à la fin d^un certain inter- 
valle fini t, représentées par A m, Ai^'. La longueur de l'arc 

i^i^' de la courbe formée par les extrémités dç ces droites 
sera égale à la somme des accélérations élémentaires pour 
l'intervalle considéré. 

La corde de cet arc, ou raccroîssement géométrique u de 
la vitesse, ou encore la vitesse gagnée pendant le temps /, 
sera l'intégrale géométrique de l'accélération élémentaire. 

On peut donc écrire symboliquement 



Jo 



? 



(tt. 



31. Si Ton désigne par Mj^, v»'^, u^.. o^jr? les projections de 

v^ i*\ M, (jp sur un axe quelconque, il est clair que Ton a la 
relation 






d'où ce théorème : 

En projection sur un axe ^V accroissement de la vitesse, 
ou lu vitesse géométriquement gagnée pendant un certain 
intervalle, est égal à la somme algébrique correspondante 
des accélérations élémentaires (*). 



(*} On déduit de là, en multipliant les deux termes de l'équation par la 
masse, le principe relatif aux,projections des quantités de mouvement et 
des impulsions des forces sur un axe, principe que l'on étend sans peine 
auv syslèmcs matériels soumis à leurs actions, et réaclions mutuelles, ainsi 
qu'a des forces exlérieures. [Voyez mes Klcnients de Mécanique. . 
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32, De r accélération dans le mouvement circulaire uni- 
forme. — Soient (fig- I o, p. 24) O le centre du cercle, R son 

rayon^ de ceque Ari= Ai^, p'P'i ou (fdt doit être considéré 
comme perpendiculaire à p*: en d'autres termes, Taccéléra- 
lion est constamment dirigée vers le centre du cercle. Les 
deux triangles isocèles, i^Kv^x ^^ mOni^^ semblables entre 
eux comme ayant même angle au sommet, donnent 



TwO R * 



d'où, pour l'accélération, 



Vlfi v^ 



^ dt r' 

En appelante) la vitesse angulaire, on a 

(; = w R, 
par suite 

g) zi: w^ R. 

Donc, dans le mouvement circulaire uniforme, V accélé- 
ration est dirigée vers le centre^ et est égale au carré de 
la vitesse divisé par le rayon du cercle^ ou au carré de la 
vitesse angulaire multiplié par le rayon. 

33. Des accélérations planétaires , — La Lune et les 
autres satellites des planètes décrivent librement dans le 
vide et d'un mouvement à très-peu près uniforme des orbites 
sensiblement circulaires doul le centre se confond avec celui 
de la planète. Or, d'après une loi découverte par Kepler, 
les carrés des temps des révolutions complètes des satellites 
d'une même planète sont entre eux comme les cubes des 
rayons de leurs orbites. Si donc T et T' désignent les du- 
rées des révolutions de deux de ces satellites, R et R' les 
rayons des orbites correspondantes, on a 
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Les vitesses angulaires étant ^> -—7 ? il en résulte que 

les deux astres considérés possèdent respectivement les deux 
accélérations (f et (p' dirigées vers lès centres des. planètes 
correspondantes et données par 



d'où 



. ^^' R 




(p R 
cp'"~ R' 


T2 R^ ' 



et Ton arrive à cetle loi découverte par JNewton : Les accé- 
lérations centrales des satellites d'une même planète va- 
rient en raison inverse des carrés de leurs distances à celte 
planète. 

34. Vérification dans le cas spécial de la Lune et de la 
Terre. — LaLunedécrivant, tous les 27J 322== 39344 X 60% 
une circonférence de cercle dont le rayon R est 60 fois 
celui r de la Terre, qui elle-même, comme on le sait, a une 
circonférence de 40000000™, on aura pour calculer le rap- 
port de l'accélération g' de la Lune à la valeur moyenne 
g == 9,809 de la gravité terrestre, et en rapportant le temps 
à la seconde, 

g' 4'^'!^ 27rX27r/' 

"i"~ 7r ■~^x6ox(39344r' 

7 = 3M " R' '""'""' 

ce qui prouve que les accélérations sont sensiblement entre 
elles comme les carrés des distances au centre de la Terre. 
On arrive au même résultat, en remarquant, avec Newton, 
que le centre de la Lune décrit en une minute un arc de 
61020 mètres dont le sinus verse à'^^Sy représente l'espace 
qn'il décrit d'un mouvement uniformément^variésouslacr 
célération g', pendant une minute, en s'éloignantde la tan- 
gente. Cet espace étant à peu près égala celui -g = 4"^?9o44 
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que parcourent verlicalement dans le vide les corps pe- 
sants, à la surface de la Terre dans la première seconde de 
leur chute, et les espaces croissant d'ailleurs comme les 
carrés des temps^ on est conduit au même résultat que 
ci-dessus relativement au rapport de g a g', 

35. De l'accélération dans le nioui^ement elliptique du 
centre des planètes autour du centre du Soleil comme 
foyer. — Les planètes dans leur mouvement autour du So- 
leil obéissent aux trois lois suivantes, que Kepler a dé- 
duites de l'observation. 

Première loi. — Chaque planète parcourt dans un 
plan passant par le centre du Soleil et autour de cet astre 
une orbite dans laquelle le rayon vecteur qui joint les 
centres du Soleil et de la planète, décrit des aires propor- 
tionnelles aux temps. 

Deuxième loi. — Les courbes décrites par les planètes 
sont des ellipses dont le Soled occupe un des foyers. 

Sous le rapport de l'excentricité de leurs orbites, les 
planètes peuvent se ranger de la manière suivante : 

i^ Deux entre la Terre (excent^= 0,017) et Uranus 
(excent = 0,047), savoir : Concordia (excent = 0,04 1) et 
Havmonia (excent = o,o4&) 5 

a^ Neuf entre iSafwr/ie (o,o56) et 3/a/,y (0,093). Leurs 
excentricités sont comprises entre celles 0,066, 0,090 de 
Nemausa et F esta ^ 

Z^ Quarante-quatre entre Mars et Mercure (o,2o5), 
dont les excentricités ont pour limites 0^0996 (Parténope) 
et 0,202 [Hébé)\ 

4° Enfin, seize qui ont des excentricités supérieures à 
celles de Mercure et comprises entre les limites 0,209 
(Isis) et o,338 (Poljmnie). Celle qui a la plus forte excen- 
tricité après Polymnie est étalante (0,298). 

Troisième loi. — Les carrés des temps des résolutions 
des planètes autour du Soleil sont proportionnels aux 
cubes des grands axes de leurs orbites. 

Nous allons nous proposer, en parlant de ces lois, de dé- 
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terminer les divers élémenls duv mouvement des planètes. 
Soient F [fig- 1 1) le foyer de l'ellipse occupé par le So- 
leil, F' l'autre foyer; 
¥V = p^,^¥'V'=p' les 
perpendiculaires abais- 
sées des foyers «de l'el- 
lipse sur la tangenle au 
point m de l'orbite, qui 
représente la position 
actuelle du centre de la 
planète mobile de m vers 
m'; m' la position de la 
planète au bout du temps 
dt) a et 6 le grand axe et 

le petit axe de l'ellipse •, T la durée de la révolution complète 

delà planète; vc= — — la vitesse au point m. L'aire m¥ nJ 

décrite autour du foyer F dans Je temps dt ayant pour valeur 

w/w'.FP FP.t'.r// 




on a 



1 




2 


• • 






p . vdt 






2 


• 


dt 


Tiab 


r 


V abror'Pr i 


r» «i^ 


nab 

— « 



7.C 



V 



Ainsi la vitesse varie en raison ins^erse de sa distance au 
centre du Soleil, 

Ce théorème ne dépend pas de la forme de la courbe et 
suppose seulement que la prepiière loi de'Képler a lieu. 

Soient ûi) la vitesse angulaire de mF autour de F; /• le 
rayon vecteur mF; nti= tùrdt la perpendiculaire abaissée 
de m sur m' F; les triangles semblables mrm\ FPm donnent 

FP ' • 

d ou vp ■ 



mi 



m tri 



m F 



OiT 



DE CIJNÉMATIQIJE PUUE. ' 3l 

el, en ayant égard à la valeur prëoédente de »^, 



2C 



de sorte que la vitesse angulaire du rayon vecteur autour 
du foyer varie en raison inverse du carré de sa longueur. 

On voit de cette manière que lès deux premières lois de 
Kepler permettent d'obtenir avec la plus grande facilité, la 
vitesse v de la planète sur son orbite et la vitesse angulaire 
de son rayon autour du foyer; que Tune et l'autre de ces 
vitesses ont la plus grande valeur au périhélie ou périgée ^ 
et la plus faible à Vaphélieoxi apo^ée^ et qu'entre ces deux 
extrêmes elles oscillent en quelque sorte périodiquement 
en repassant constamment par les mêmes valeurs pour les 
mêmes positions symétriques. 

Occupons-nous maintenant de la recherche de Taccélé- 
ration; soient /i, w' les points de rencontre de F ^n et F/?/' 
prolongés avec le cercle de centre F et de rayon laj on sait 
que les points F', P', n sont en ligne droite et que 
F'w = 2F'P'. D'autre part on a, d'après une propriété 
connue de l'ellipse, 

FP.F'P' ou p// = b\ 
par suite 

b^ b^ 

De sorte que, à part le facteur constant j^? Y' n représente 

la vitesse ^^ \\ laquelle on aurait fait subir un quart de ré- 
volution de droite à gauche. 

Il suit de là que — •/!«' représente en grandeur l'accélé- 
ration élémentaire au point m et que cette accélération est 
dirigée suivant wF de m vers F. 

Si l'on remarque que nn^ = la.^Sidt = ^-^dt^ il vient 
pour l'accélération cherchée 
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Donc, dans le moui^ement elliptique d'une planète autour 
du centre du Soleil, V accélération est dirigée vers le cen^ 
treet varie en rais'on inverse du carré de la distance ou du 
rayon vecteur [*), 

On arriverait au même résultat en considérant Thyper- 
bole ou la parabole au lieu de l'ellipse. 

Si Ton remarque que, d'après la troisièmeloi de Kepler, 

— est une constante, pour toutes les planètes, 'on a ce théo- 
rème: 

Les accélérai ions relatives à deux planètes quelconques 
en mouvement autour du Soleil sont en raison inverse des 
carrés de leurs distances respectives au centre de cet astre. 

Proposons-nous maintenant de trouver les expressions 
des coordonnées polaires du centre de la planète, en fonc- 
tion du temps. 

Soient wQ la perpendiculaire abaissée du point m sur le 
grand axe de l'ellipse^ R le point de rencontre de son pro- 
longement avec le cercle décrit sur cet axe comme diamètre ; 
O le.cenlrede l'ellipse -, u l'angle ROA formé par le rayon OR 
avec le demi grand axe qui correspond au périhélie A, an- 
gle auquel on donne le nom A' anomalie excentrique; r le 
rayon vecteur ¥m\ 9 l'angle formé par r avec FA; e l'ex- 
c.entricité de l'ellipse. 

On a 

OF = ca, 

OQ = — a ces u, 

rQ = OF-f-OQ = « [e — ces n)= — rcosÔ, 

/^2 

wQ=— RQ =V^i — ^\RQ = «V^i — c^sin u. 
a 

L'équation polaire de l'ellipse est, en prenant OA pour 



( *) Ainsi, la nature nous offre un exemple d'accélération Tariable, ce qui 
conduit naturellement à considérer en mécanique des forces d'intensité va- 
riable. 
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partie positive de l'axe fixe, 

« ( I — «') 

r = — -, 

\-\-e cos 9 

d'où 

(i) /•-+- ^rcos ô = n (i — t'*) 

ou . 

r — aei^e — cos «) = a{i — e'). 
De là on tire 

(2) r=<i(i — e cos u ) 
et en portant cette valeur dans (i) 

(3) cosO = ; 

' I — e cos M 

on obtient ainsi les coordonnées d*un point de l'orbite en 
fonction de Tanomalie excentrique. 

Pour avoir le temps en fonction de la même variable, il 
suffit de calculer Taire ÂmF en fonction de u, puisqu'elle 
est proportionnelle au temps. Remarquons pour cela que 

aire AF m = aire A/w Q — aire /w F Q 

FQ./iîQ 



= ^i -f-e* aire ARQ — 



2 
Or 

A«y^ • Ai^i» • ^«.^ ^^^ — fl^sinacosa 
aire ARQ = aire AOR + aire ORQ — ■ 

2 
FQ.wQ à" 



^- im I. 

= — V I — e^ (e — cos a) sin «, 



2 2 

par suite 

à* . 

aire AF/it = — y i — é^ [u — « sin u). 



3 
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et enfin 



a^ 



d'où, en appelant n la vitesse angulaire moyenne — du 
du rayon vecteur, 

(4) u = nt -h e fUn u. 

On aura généralement une approximation suffisante en né- 
gligeant le carré de e, ce qui revient à écrire 

u :=. nt -^ e sm [nt -^ e sm u) •=. nt -\- e sin «/, 
par suite on aura, avec la même approximation, 

r = «(i — ecos/ï/), 

CO8 = — [e — ces u)[i-^ e ces u) 

= CCS u — e sin' « = cos nt-^i e sin' «r. 

Posant 

9 = «^ -+- ^, 

J étant du même ordre de grandeur que e, il vient en conti- 
nuant la même approximation ou en supposant cos (^ = i , 
sin J = J, 

5 = 2 c sin nty 
d'où 

Ô =r /2f + 2 tf sin /ir : 

2 e sin nf est ce que l'on nomme V équation du centre. Nous 
n'insisterons pas sur l'utilité de ces formules, dont on com- 
prendra l'importance en consultant les traités spéciaux 
d'Astronomie. 
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§11. — De la Projection de l* Accélération sur ^jw Axe. 



36. La projection de raccélération élémentaire sur 
un axe fixe étant égale à la différence des projections des 
vitesses ^^ et p'H-cfp' sur le même axe, il en résulte qu'elle 
est représentée par la différentielle di^j^ de la vitesse ^' es- 
timée suivant cet axe. On a par suite pour la projection <p, 
de Taccéléralion y 

Et comme (n"^ 29) -~ représente Taccélération de Ja pro- 
jection du mobile considérée elle-même comme un véri- 
table mobile, Ton a ce théorème : 

tta projection de V accélération sur un axe est la déri- 
ifée, par rapport au temps y de la vitesse estimée sui\^ant 
cet axe et représente V accélération de la projection du 
mobile sur Taxe, 

37. Application aux mouvements oscillatoires . — Con- 
sidérons un point m {fig^ i ^) animé d'un mouvement cir- 
culaire uniforme qui ait lieu, par 
exemple, de la droite vers la gauche ; 
soient R le rayon Oa du cercle, w la 

vitesse angulaire, v = my> = wR la 
vitesse du point w, a le point de 
la circonférence que l'on considère 
comme origine des espaces; bOd\e 
diamètre du cercle perpendiculaire 
à Oa, 

Proposons-nous de trouver la vitesse et l'accélération de 
la projection m' du point m sur le diamètre aOc. Soient \^ la 
projection de la vitesse m sur Oa, p la projection du point m 

3. . 



Fiç. 12. 
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sur la droite ^^i^'-^x = Om', y = mm' les coordounëes du 
point m. 

Les triangles semblables i^mp^ mOm' donnent pour la 
vitesse mV == i^' du point m' 

0/7/ *^ 

La vitesse !>', nulle au point a, va en croissant jusqu'en O, 
où elle atteint son maximum' &)R, puis diminue jusqu'en c, 
où elle est nulle \ le mobile rétrograde alors de c vers a^ en 
présentant dans la loi des vitesses les mêmes phases que ci- 
dessus . 

Quant à l'accélération du point ni ^ ou la projection de 
Taccélération w'.R dirigée de m vers O sur Oa, elle est re- 
présentée par.w'x, et est dirigée de m' vers O. Ainsi, dans 
le mouvement oscillatoire du point m' entre les positions 
a et c pour lesquelles la vitesse devient nulle, V accéléra- 
tion est proportionnelle à la distance du mobile au centre 
du cercle, et est dirigée constamment vers ce centre^ de 
sorte g u elle est négative ou positive ^ selon qu^il y a rap- 
prochement ou écartement, 

La durée d'une double oscillation du point m' ou d'une 
révolution complète du point m est donnée par la formule 

T = — , 

qui est indépendante du rayon du cercle. 

Si, en désignant par h une constante, un point se meut 
sur une droite et que son accélération kx dirigée vers un 
point fixe de cette droite soit proportionnelle à la distance x 
du mobile à ce point, il est clair que la loi du mouvement' 
de ce mobile sera la même que celle de la projection, sur 
une droite, d'un point se mouvant uniformément sur un 

cercle avec une vitesse angulaire égale à slk^ le rayon de ce 
cercle étant défini par la position du mobile, correspondant 
à unç vitesse nulle. 
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De sorte que Ton aura pour la durée d une oscillaiion 
complète 



'^ = --\/j: 



Remarque. — L^augle co^, formé au bout du temps t par 
le rayon Om avec Oût, pourra se composer d'un certain 
nombre de circonférences augmenté de Tangle mOa. Dans 
tous les cas ou aura 

.r=Rcoswr, ^ = Rsinw/. 

La vi lesse de in' sera 

p' = &> R sin c>>/ =r v^ . R sin ^ k .t. 

La vitesse i^" de la projection m" de m sur Oa sera de même 

p" = w R ces o>)/ ;= ^/ . R sin y X . t. 

Les accélérations ç' et q/' de/»' et ///''seront enfin exprimées 
par 

y' = 6)'R cos w f = X R cos sjk /, 
<}>"=w^Rsinwr= X Rsin \/X r. 

Les mouvements oscillatoires de w! et m" sont identiques, 
mais les époques relatives aux maxima et minima de Tun 
correspondent à celles qui sont relatives aux minima et 
maxima de l'autre . On peut donc dire que ce sont deux 
mouvements oscillatoires de même nature, mais inverses, 
et que tout mouvement circulaire peut être considéré 
comme résultant de deux mouvements périodiques recti* 
ligues identiques, mais inverses, dont les directions sont 
rectangulaires. 

38. Du mouvement parabolique des projectiles dans 
le vide, — Soit m {fig* i3) la position au bout du temps t 
d'un point pesant lancé du point O avec la vitesse initiale f^, 
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dans la direction Ox^ et proposons-nous de déterminer la 
Fig. ,3 nature de la courbe décrite 

par ce mobile, en le supposant 
uniquement soumis à Taccé- 
lératioD g de la pesanteur. 

Menons la verticale Oj pas- 
sant par le point O ; il est clair 
Y que la trajectoire sera conte- 
nue dans le plan xOy^ car la 
■^' projection de g sur la perpen- 

diculaire en Oau plan xOy étant nulle, la vitesse de, la pro- 
jection de m sur cette droite est constante et, par suite, 
nulle comme à Torigine du temps. 

Soient On = x^ Op = j', les ordonnées du point m par 
rapport au système d'axes Ox, Ojr. L'accélération de la 
projection oblique p de m étant constante et égale à g^, le 
mouvement de ce point est uniformément varié, et comme 
sa vitesse initiale est nulle, on a 




r 



^ 
1 



Par une raison anatogue^, Taccélération de n étant nulle, 
on a 

et en éliminant t entre ces deux relations, il vient 



X' 



= 4 



2^- 



•Jj 



équation d'une parabole dont le paramètre relatif au dia- 
mètre O^ est le quadruple de la hauteur due à la vitesse 
initiale du mobile. 

Pour obtenir le foyer F de cette courbe, il suffit de cher- 
cher le point d'intersection, situé dans Tangle^Oj^, du cercle 

p* . . 

de centre O et d'un rayon égal à -^j avec la droite OF qui 

fait avec le prolongement Oy un angle égal à celui que forme 
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la même droite avec Ox. Soieul Fj^i le diamètre principal 
de la parabole, P la projection orthogonale de F sur Ox ; le 
sommet A s'obtiendra par l'intersection deFj^f avec la per- 
pendiculaire abaissée du point P sur sa direction. 

On déterminera la vitesse du point m et, par suite, 
la tangente au même point en traçant la diagonale du 
parallélogramme construit sur les droites fnc = J^o? et 

mb =— = -^— p respectivement parallèles à Ox et Oy qui 

représentent les vitesses de n et p. 



§ III. — De la Projection de l'Accélékation sur u» Plan. 



Fig. i4 



39. De ce que la vitesse d'un point mobile, en projection 
sur un plan, est la vitesse de la projection du mobile sur ce 
plan, on conclut facilement que le même théorème a lieu 
pour les accélérations. 

40. Projection sur un plan (Vun mouvement circulaire 
uniforme, — La projection orthogonale, sur un plan quel- 
conque, d'un cercle de rayon a parcouru uniformément 
par un mobile ui {fig* i4) ^vec une vitesse ^' = a &> est, 

comme on le sait, une ellipse 
dont le centre O' est la projec- 
tion de celui O du cercle, et 
d'après un théorème de géo- 
métrie, les aires décrites par 
le rayon vecteur r allant du 
centre de F ellipse à la pro- 
jection m' du mobile sont pro. 
portionnelles aux aires correpondantes du cercle- Donc 
aussi elles sont proportionnelles aux temps employés à 
les décrire. 

Cela posé, nommons (j^ la projection sur le plan de l'ac- 
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célération q> = (ù*a dans le cercle, projection à laquelle est 
nécessairement du le mouvement elliptique; c Taire dé- 
crite par le rayon vecleurv r dans Funité de temps; aè le 
petit axe de l'orbite de m' dont le grand axe est 2â ; T la 
durée d'une révolution complète des points m et m'^ le 
cosinus de l'angle formé par les plans du cercle et de Tel- 

lipse étant -^ on a 

'• a 

et l'on voit ainsi : 1*^ que F accélération ^ dans le mou- 
%fement elliptique est dirigée vers le centre de F ellipse; 
a*^ quelle est proportionnelle à r^ et a pour valeur 

3° que^ comme pojir les attractions planétaires^ les vi- 
tesses sont en raison inverse de leurs distances au centre 
de r ellipse. 

Supposons que l'on compte le temps à partir du moment 
où le point m se trouve à l'une des extrémités d du 
diamètre cd du cercle, parallèle à l'intersection de son plan 
avec celui de l'ellipse, la position correspondante de m' 
étant le sommet rf' du grand axe de l'ellipse. Soient j^ l'or- 
donné du point m* par rapport au diamètre c'd'^ x l'ab- 
scisse correspondante; le triangle m^O'd' a pour-mesure 

— ^î le triangle m Oeif, — sincof, et comme l'un est la pro- 

jçclion de l'autre, on a 

ay a^ . b 

-^ = — siii « / • - ) 

22 a 

à'oxk 

y -=. ^sinot»/. 
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L'équation de Tellipse éiant 

il vient 

Le rayon /• a pour valeur 

et Tangle qu'il forme avec Taxe 2a est donné par 

, b 
■ tangO = — tangb)/. 

On peut conclure de ce qui précède que réciproquement, 
si un mobile parcourt une ellipse en vertu d'une vitesse 
initiale et d'une accélération dirige vers le centre de cette 
ellipse : i° cette accélération est nécessairement propor- 
tionnelle au rayon vecteur correspondant^ a^ les aires dé- 
crites par ce même rayon sont entre elles comme les temps 
respectivement écoulés. 

i\. II n'est pas moins évident que si un point se meut 
en vertu d'une accélération (|/ = kr dirigée constamment 
vers un point fixe O' et proportionnelle à la distance r à ce 
centre, il ne peut, sous une vitesse initiale donnée, que dé- 
crire une ellipse comprise dans le plan commun à ceceutre, 
à cette vitesse i^Q et au rayon vecteur r^ relatifs à la posi- 
tion initiale mobile. Il suffit pour cela de remarquer que les 
éléments d'une telle orbite sont par là même connus, aussi 
bien que le cercle de l'espace dont elle est la projection sur 
le plan. 

En effet, nommant po la perpendiculaire abaissée du 
centre O' sur la direction ' tangentielle de la vitesse t^o et 
conservant toutes les notations précédentes, on a 
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d'où 



9 



ce qaî démonlre en particulier que la durée T de la révolu- 
lion est indépendante des circonstances initiales du mou- 
vement. 

Remarquons en outre que, la connaissfince de To et de (^o? 
en grandeur et en direction, entraînant celle de l'un des 
diamètres 2/'o de la courbe et la direction de son conjugué 
2 y, on a par la propriété du parallélogramme circonscrit 

yp, = at=-=—, 
d'où 



7 



^î 



Ce (jui fixe tous les éléments de la trajectoire elliptique, le 
cercle circonscrit, etc. 



^ IV. — De la Composition des Accélérations. 

42. Le problème que nous nous proposons de résoudre 
est celui-ci : 

Connaissant en grandeur et en direction les accéléra- 
lions relatii^es à plusieurs mouvements simultanés dont 
un point mobile est animé, déterminer t accélération du 
mouvement résultant. 

Cette dernière accélération est appelée la résultante des 
accélérations relatives aux mouvements composants, et 
celles-ci sont dites les composantes de la première. 

• 

43. Composition de deux accélérations. — Soient A m, 
Wi (fig* i5) les droites qui représentent actuellement en 



• • 
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grandeur et en direction les vitesses i*, ^t des deux moùve- 



Fig. i5. 




ments composants*, la vitesse résultante 

sera représentée par ÂUi. Au bout du 
temps dl^ les vitesses u et i^i ont varié 

en grandeur et en direction, et si Au'j 

f^V, sont les droites qui les représentent 

à cet instant, leur résultante sera Ai^\. 

Appelant cf et y' les accélérations des 

mouvements composants, ^ F accéléra- 



tion du mouvement résultant, on a 



et en menant {^^ K égale et parallèle à i^p»' 

p, K === <p' dty tf\ K = vv =z<fdi. 

Les longueurs t^V, , t^'.K, p'iK étant respectivement pro- 
portionnelles aux accélérations i|/, cf, ç', on en conclut ce 
théorème : 

La résultante de deux accélérations est représentée en 
grandeur et en direction par la diagonale du paraliélo^ 
gramme construit sur les droites qui représentent les accé- 
lérations composantes (*). 

Ce théorème étant tout à fait identique à celui qui con- 
cerne la composition des vitesses, la composition et la 
décomposition des accélérations s'eftecluent comme pour 



(*) Si raccélération d'un point matériel se compose de plusieurs autres, 
on peut considérer la force qui la produit comme la résultante géométrique 
des forces qui produiraient les accélérations composantes en agissant isolé- 
ment sur le même mobile; et en admettant la réciproque comme éyidente, 
les principes relatifs à la composition des forces se trouvent démontrés. 

Deux forces égales, de sens contraire, agissant suivant la même direction 
sur un point matériel, oe produisant aucune accélération, ou ne modifient 
pas son état de repos ou de mouvement, et réciproquement. Ou déduit de 
là le moyen de comparer les forces aux poids à Taide du dynamomètre, etc. 
( Voyez mes Éléments de Mécanique. ) 
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ces vitesses*, et les relations algébriques qui existent entre 
des vitesses composantes et leur résultante subsistent éga- 
lement pour les accélérations. 

Ces résultats auraient pu être considérés comme évidents 
à priori, puisque les accélérations simultanées élémentaires 
d'un point sont de véritables vitesses qui doivent se compo- 
ser et se décomposer absolument comme les vitesses simul- 
tanées ordinaires. 

44. Remarque relatwe aux équations géométriques fi-- 
néaires, — La composition des vitesses donne 

celle des accélérations 

dt dt dt 

d*où il suit que l'on peut diflerentier géométriquement, 
terme à terme, les deux membres d'utie équation géomé- 
trique linéaire. 

Plus généralement, comme la démonstration du n** 43 ne 

suppose pas que i^P»', v^v\ soient infiDÎmenl petits, on peut 
dire que Ton peut retrancher membre à membre deux équa- 
tions géométriques. 

45. Comme première application de la composition des 
accélérations, proposons-nous de trouv^er V accélération cf 
que devrait posséder un point mobile pesant m, en sus de 
celle de la pesanteur^ pour que son mous^ement fût circu- 
laire et uniforme. 

Soient &> {Jig' i6) la vitesse angulaire constante du point 
m : r=zmO le rayon du cercle ; ma la droite qui représente 
Taccélération w'r dirigée vers O à laquelle il faut donner 
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lieu, en composant raccélération g avec Taccélération in- 
Fig. ï6. connue (p, représentée elle-même par 




m 



Il résulte de ce qui précède que la 

droite mcp doit être Tun des côtés d'un 

parallélogramme dont nig= g serait le 
côté adjacent et ma la diagonale; de 

sorte que mcp est égale et parallèle à ag. 
Soit S le point de rencontre de la 
direction de y avec la verticale du point O-, on a, parla 
similitude des triangles, 

^o — 'wO r g 



? 



ma ^ w^r «* 



wO 



Ce qui prouve : i** que raccélération cherchée est diri- 
gée constamment vers un point fixe S situé sur la verti- 
cale du centre du cercle^ 2** que cette accélération est 
proportionnelle à la distance du mobile à ce point y qui joue 
en quelque sorte le rôle de centre d'attraction. 

46. Des accélérations normale et tangentielle. — Soient 
j3 Tangle que forme l'accélération (j d'un point m (fig- 10, 

p. 24) avec la direction de sa vitesse v; f^w la perpendicu- 
laire abaissée du point t^ sur la direction Ap'i de la vitesse 
au bout du temps dt. L'accélération cf peut être considérée 
comme la résultante de V accélération tangentielle 

^cosp = — . 

estimée dans le sens du mouvement, et de V accélération 
normale 

^ ^ dt 



dirigée vers le centre de courbure de la trajectoire. 
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Or on a évidemment 

par suite 

« ^^ 
ycosp = -. 

Cette accélération aura le même sens que la vitesse ou un 
sens inverse, selon que cette vitesse ira en croissant ou en 
décroissant. 

Soient O le centre de la courbure de la trajectoire 
en m ; da F angle de contingence de cette courbe ou l'angle 

des vitesses i^ = A v» et i^ + /^^^ = A j^i , égal à celui des nor- 
males O m, Onii» L'accélération élémentaire normale i^u a 
pour expression 

vu = vdoL 



et par suite 



. o dot 



Nous rappellerons ici que — est la vitesse angulaire dtt 

point mobile autour du centre de courbure. 

Si nous désignons par p le rayon de courbure m de la 
trajectoire, nous aurons 

mm* mm' 



mm* =.^d(x., p= — — , p = 



dt "^ doi 
et enfin 



^sinp = ^=p^-) 



On a donc ce théorème : 

L'accélération dun point mobile se compose (Tune ac^ 
célération tangentielle ou dirigée dans le sens du moui^e^ 
ment^ égale à la dériv^ée de la vitesse par rapport au temps ^ 
et d^une accélération normale dirigée vers le centre de 
courbure égale au carré de la vitesse diuisé par le rayon de 
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courbure^ ou au produit de ce rayon par le carré de la 
"Vitesse angulaire autour du centre de courbure (*). 

Cet énoncé comprend comme cas particulier celui qui est 
relatif au mouvement circulaire uniforme dont nous nous 
sommes occupés plus haut* 

47. Remarque, — On voit, d'après ce qui précède, que 
Taccéléralion tangentielle n'a d'autre effet que de modifier 
la vitesse en grandeur; l'accélération normale ne produit 
elle-même que la courbure de la trajectoire. Si donc la loi 
de Faccélération tangentielle est connue, celle des vitesses 
et celle des espaces parcourus s'en déduiront indépendam- 
ment de la courbure de la trajectoire et absolument comme 

'si celle-ci était développée suivant une ligne droite. 

On déduit notamment de là, en se reportant au n° 37, 
que si un point m décrit une courbe en vertu d'une accé* 
lération dont la composante tangentielle soit proportionnelle 
à l'arec de cette courbe compris entre la position du mobile 
et un point déterminé A de la courbe, le point m oscillera 
de part et d'autre du point A ; et qu'en représentant par 
ks l'accélération tangentielle, la durée d'une oscillation 
complète sera donnée par 

Enfin les arcs parcourus à droite et à gauche du point A 
seront égaux en longueur. 

48. Remarque relative au moui^ement dhin point sur 
une courbe ou surface fixe. — Supposons qu'un mobile ne 
décrive plus librement sa trajectoire en vertu d'une accé- 
lération (p, mais qu'il soit assujetti à glisser le long d'une 



C) En multipliant par la masse, on obtient les composantes normale et 
tangentielle do la force. 



48 TRAITÉ 

courbe de forme donuée ; soient cf' et cf '' les composantes 
de (f dirigées suivant la tangente et le plan normal à la 
courbe*, (f^ définira la vitesse et par suite la loi du mou- 
vement; et de là résultera la connaissance de l'accélé- 



p» 



ration normale — généralement distincte en grandeur et en 

P 

direction de la composante cp^^ dont il n'existe plus ainsi au- 
cune trace. C'est pourquoi on dit que cette dernière est dé- 
truite ou neutralisée par la courbe fixe. Nous auront bien- 
tôt Teccasion de tenir compte de cette remarque, qui est 
également applicable au cas où le mobile serait assujetti à 
glisser sur une surface fixe. 

49. Soient Wi /'t (Jig* ïo, p. 24) la corde interceptée 
dans le cercle osculateur en m, par la parallèle menée du 
point rrii k Taccélération cf ; 9 le milieu de cette corde; on a, 
en posant w/j Tj = ^c, 

p sin p = c, 
par suite 



ç^ p» 



? = 



p sin p c 

Donc l'accélération d'un point est égale au carré de la 
"vitesse diuisé par la moitié de la corde du cercle oscula^ 
teury menée parallèlement à cette accélération par la posi- 
tion du mobile. 

50. Si, à un instant donné, (p, au lieu de varier, restait 
constante en grandeur et en direction, le mobile décrirait 
une parabole qui aurait un contact du second ordre avec la 
trajectoire du mobile. Le paramètre de cette parabole étant 

4 — (38), et Wj /'i la direction du diamètre conjugué à la 

tangente mi^^ on a cet énoncé, en remarquant que 

4 '^ — = 2c. 
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Dans la parabole, la corde interceptée par le cercle os- 
culateur sur le diamètre correspondant au même point, est 
égale au paramètre relatif à ce diamètre^ théorème dA a 
Maclaurin et qui détermine immédiatement ce cercle par 
un procédé graphique simple. 

On peut dire aussi que le paramétre est égal au double 
de la projection du rayon de courbure p sur le diamètre 
correspondant. Or si Ton se reporte au n^ 38 [fig' i3), le 
rayon vecteur m F, mené du foyer au point m, esc égal au 
quart de ce paramètre; d'un autre côté la normale mG di- 
vise en deux parties égales l'angle formé par le diamètre en 
m avec mF : on a donc 

2pcosGwF = 4'»F, d'où |)CosGiwF = 2///F, 

en d'autres termes, le centre de courbure Cr de la para- 
bole se projette sur le prolongement du rayon vecteur en 
un point H distant du foyer d'une longueur égale à ce 
rayon, 

51 . Soit p [fig* lo, p. 24) le point de rencontre de la di- 
rection de la vitesse avec le prolongement de iWi r,, Wi p 
étant la déviation due à l'accéléra ti on; on a mp = pdt et 

m, p = = = y — ; 

ce qui est conforme à ce que nous avons vu plus haut. 

52. On peut considérer v comme la résultante àev-\-dv' 
et d'une vitesse égale et contraire à du = An représentée 
par Awi [fig» 10, p. 24)« Sous ce nouveau point de vue, 
cette dernière composante est la vitesse perdue dans le 
temps dt^ ou l'accélération élémentaire qu'il faudrait im- 
primer au mobile au deuxième instant lorsque sa vitesse 
est devenue v -h dify afin de le ramener à la direction pri- 
mitive Af^du mouvement. Cette accélération est dirigée en 
dehors de la courbe par rapport au centre de courbure. 

4 
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Elle peut également être décomposée en accélérations nor- 
male et tangentielle de même grandeur que celles dont nous 
nous sommes occupés plus haut, auxquelles elles sont égales 
et directement opposées ; et l'on comprend facilement com- 
ment dans Tune et l'autre manière de voir les composantea 
normales sont respectivement nommées centrifuge et cen^ 
■t ripé te. 



§ V. — Application de la Composition des 

Accélérations. 

53. Du pendule simple. -^ On sait que le pendule sim- 
ple se compose d'un fil de longueur invariable AO = / 
(fie' ' 7)9 ^^^ ^^ ^^ point O et terminé par un corps pesant 

A, dont les dimensions sont assez pe- 
tites pour qu'on puisse le considérer, 
sans erreur sensible, comme un véri- 
table point. 

On met le. pendule en jeu en Fécar- 
tant de la verticale OA du point de sus- 
pension et l'abandonnant ensuite à lui- 
même sans lui imprimer de vitesse 
initiale^ il oscille alors dans un même 
plan de part et d'autre de cette verti^ 
cale, et c'est la loi de ces oscillations 
que nous nous proposons de trouver. 

Soient B une position quelconque du mobile ; B^ la 
droite qui représente en grandeur et en direction l'accéléra- 
tion g: de la pesanteur; T le point où la tangente en B à la 
trajectoire circulaire décrite par ce point coupe la verticale 
du point de suspension . 

L'accélération g peut être décomposée en deux autres : 
TuneB/t, dirigée suivant le prolongement du fil BO, qui 
est détruite par ce fil dont l'inextensibilité hypothétique 
s'oppose à tout déplacement de B suivant sa direction; 
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1 autre langeoiielle B/r, dirigée suivant BT et dont la valeur 
résultant de la similitude des triangles BK^^OBTest 

^ BO / 

Si Ton suppose que Tangle qui mesure 1 écart initial ou 
la demh'amplitude du pendule ne dépasse pas quelques de- 
grés, on peut considérer, avec une grande approximation, 
Tare BA comme étant égal à la tangente BT. De là et du 
n** 47 on déduit que le pendule oscillera symétriquement 
de part et d'autre de la verticale OA et que la durée d'une 
oscillation a pour valeur 



='Vi 



On voit de cette manière que la durée des oscillations est la 
même pour toutes les amplitudes qui ne dépassent pas quel- 
ques degrés \ d'où le nom de pendule isochrone donné au 
pendule à petites oscillations. Mais il faut, pour que l'iso- 
chronisme ait lieu, que Tamplitude des oscillations ne 
dépasse pas *io^. 
De là aussi on (ire 

4 77»/ 



^ 



formule qui sert à calculer d'une manière très-précise l'ac- 
célération g en différents lieux de la terre par le nombre 
d'oscillations exécutées dans un temps donné. 

54. Pendule à oscillations elliptiques, — Supposons 
que le pendule écarté d'une petite quantité de la verticale 
du point de suspension , au lieu d'être abandonné à la libre 
action de la pesanteur, reçoive une vitesse initiale po dans 
une direction horizontale perpendiculaire au plan vertical 
d'écartement : il exécutera autour de la verticale de suspen- 
sion des oscillations coniques d'une faible amplitude dont la 
loi peut être déterminée d'une manière très-simple. Soîi , 
en effet (^g. 17), C le point de rencontre de celle verticale 

4- 
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avec un plau horizontal sur lequel le point B se projette eu 
m. L*accéIër%tion du point B se composera, comme cî-des- 

sus, de j • BT dirigée suivant BT, et d'une accélération di- 
rigée suivant OB, différente de BA (tô)? dont la valeur, 
qui ne peut résulter que de la loi du mouvement, est par 
conséquent une inconnue du problème. Mais comme Tan- 
gle BOâ est très-petit, la projection de cette dernière sur 
le pian horizontal mC peut être négligée, et Taccélération 

du point m se réduit à la projection y-/riC de y-^iT, di- 
rigée suivant le rayon mC. 

Le point m, ayant pour vitesse initiale f^o) possède donc 
une accélération dirigée vers le point O et proportionnelle à 
la distance à ce point ; et il décrit par cela même (41 ) une 
ellipse dont la position initiale mo est Tun des sommets. 

La durée du parcours total de Tellipse ou de loscillaiion 
complète du pendule se déduira du n^ 41 en y supposant 

gr 

.4 = ^ ? et l'on trouve ainsi 



=-v/i 



Ce qui indique que la durée des révolutions coniques et à 
base elliptique exécutées symétriquement et périodique- 
ment autour de la verticale de suspension est la même que 
celle de la double oscillation du pendule ordinaire de même 
longueur /. 

D'après le numéro précité, ou a, pour le demi-axe & de Tel- 
lipse, perpendiculaire à celui a qui correspond au point w/o, 

6=:i^^i/-., et selon que v^ sera plus petit ou plus grand 

queCm^i/-» ii/o sera un sommet du grand ou du petit 
axe. 

Si v^ == Cw^ji /-? la courbe devient un cercle, ce qui est 
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une conséquence immédiate de la question qui va nous ec* 
cuper (*), 

5S. Pendule canique. — Cherclions si, après avoir 
écarté le pendule OB de la verticale OC d'un certain angle, 
il n'est pas possible de lui imprimer une vitesse horizontale 
^0 perpendiculaire au plan d'écartement, capable de lui 
faire décrire un cercle horizontal sous Tinfluence de Tac- 
célération g de la pesanteur. 

Soient (fig, 17, p. 5o) BD = r le rayon de ce cercle, H la 
hauteur OD ] l'accélération g se décompose en deux autres, 

Tune gl dirigée suivant OB et qui est détruite par le fil, 
Tautre BI qui doit produire le mouvement circulaire. On a 
donc • 

Bi=-i:', 

r 

et comme les triangles semblables ÎBg^ OBD donnent 



BI=^ 



il eu résulte - 



b' 



'•=Vfr 



la vitesse angulaire du point B étant ainsi représentée par 



Vi 



La durée T d'une révolution du pendule est donnée par 



^ 27rr 2ff /h 



c'est-à-dire qu'elle est la même que celle de la double oscil- 
lation à faible amplitude d'un pendule de longueur H. 



(*) Vojez les Notes I et II placées à la fin du volume, respectivement re* 
latives au mouvement sur une surCace- et au mouvement pendulaire. 
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Si l'écart est très-petit, on peut prendre H=: /, et 



v^ 



Il au t. 

L^ appareil dont nous venons de donner le principe abs- 
trait et qui a été l'objet des recherches de Huygens est 
employé dans l'industrie comme régulateur des machines 
sous le nom de pendule conique ou à force centrifuge, 

56. Mojwement itun point pesant sur un plan ou une 
/trotte inclinée AB {fig. i8). — Soient i Tangle d'inclinai- 
son ABC de cette droite sur rhoriaontale 
ou base BC; ÂB=L Fespace parcouru 
au bout du temps t par le mobile sup- 
posé partant du repos en A : H = AC 
la hauteur verlicale correspondante. 
L'accélération g se décompose en deux 
autres: l'une ^cosi, perpendiculaire à 
AB, n'aura pasd'înfluencesur lemouve- 
ment; l'autre g^sin^*, parallèle à ce plan, 
aura tout son eflet; et comme elle est 
constante, elle produira un mouvement 
uniformément accéléré : d'où Y on déduit, en remarquant 
que H = L sin i, 

V = ^ sin / . f, L = - g' sin / . f* , 




V = v/ 2 ^ . L sin / = V^2 g^ H .' 

Cette dernière équation montre que la vitesse acquise au 
bas du plan incliné est la même que si le mobile était 
tombé librement de la hauteur verticale AC du plan, • et 
quelle est absolument indépendante de sa longueur. 

Si dans le plan ABC j'élève à AB, au point 5^ la perpen- 
diculaire BD, limitée eu D, à la verlicale AC prolongée en 
conséquence, on aL = AD sin 2, et la seconde des équations 
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ci-dessus donne 



=v' 



2 AD 



Celle expression ne dépendanl que de AD, // s'ensuit que le 
mobile partant du repos en A mettra le même temps pour 
parcourir toutes les cordes issues de ce point et terminées 
à la même circonférence de cercle décrite sur la verticale 
AD comme diamètre. 

Il esl d'ailleurs facile de s^assurer que ce lemps esl égal 
à celui qu^emploierail le mobile à parcourir loules les 
cordes, telles que BD, supplémenlaires de celles dont on 
vient de parler. 

Ces élégants théorèmes sout dus a Galilée. 

57. Détermination du rayon de courbure de certaines 
courbes à Vaide de la considération des accélérations. — 
Si l'on peut considérer une courbe comme décrite par un 
point mobile dont la loi de la vitesse et de Taccélération est 
connue, on obtient le rayon de courbure de cette courbe 
(m divisant le carré de la vitesse par la composante normale 
de Faccéléralion. 

Cette méthode nous a déjà permis de trouver (50) le 
rayon de courbure de la parabole ; nous allons donner main- 
tenant quelques autres exemples de ce genre de recherches. 

1° jRayon de courbure de la spirale d*Architnède. — 
Soient, comme au n° 28, r=iaO Téquationde la courbe; 

m l'un de ses points [fig* 6, p. 19) 5 c») = — la vitesse angu- 
laire supposée uniforme du rayon Om autour du point O. 
Nous avons vu que le point m pouvait être considéré comme 
animé des deux vitesses a o) suivant r, et ci)r perpendiculaire 
au rayon vecteur. 

La première vitesse donne Taccélération a co'^ perpendi- 
culaire à /', comme on s'en assure en considérant deux po- 
sitions infiniment voisines du point mobile. 

Si r restait constant, la vitesse cor donnerait l'accéléra^ 
lion w' /'dirigée de m vers O ; mais comme il varie, on a de 
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plus raccéléraiion tù -p =::a)'n, perpendiculaire à r.De sorte 

que, en résumé, raccéléraiion de m se réduit aux compo- 
santes ci)'r, 2 (()*â, dirigées suivant le rayon vecteur et per- 
pendiculairement à ce rayon. 

Soient ms la diagonale du rectangle construit sur r et 

mr =z 2a, mt sa projection sur la normale. L'accélération 

normale en m étant rù^mt et la vitesse co.mç, le rayon de 
courbure sera donné par 

et on Tobtiendra par une construction très-simple. 

On trouverait de là même manière le rayon de courbure 
de la quadratrice. 

2*^ Rayon de courbure de F ellipse. — On peut, comme 
nous l'avons vu (41 ), considérer Tellipse comme engendrée 
par un point mobile partant de l'une des extrémités d^un 
axe principal a avec une vitesse i^o>9 dont l'accélération /rr, 
dirigée vers le centre, est proportionnelle au rayon vecteur 
r mené de ce point au mobile, Vautre demi-axe b étant lié 
à i^(^ et à h par la relation 

Soient p la projection de r surlanormale, ou, si l'on veut, 
la distance du centre à la tangente-, p le rayon de courbure 
de l'ellipse^ v la vitesse correspondante du mobile^ Taccé- 
lération normale étant Ajp, on a 



V* 



7 = '" 



et comme (41) \^p = i^^a, il vient; en éliminant i^ et fty 






Soient OC {fig* 1 1, p. 3o) le demi-diaiuètre conjugué à 
Oin'y mD = p la perpendiculaire abaissée de m sur OC ; on 



I 
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sait que ah = OC X 'wD = OC .f;, par suite 

» 

oc' 






ITlD 



Je porte sur le prolongement de OC, à partir du point C, 
CE = OD 5 et je détermine le point de rencontre T de /nD 
prolongée avec la perpendiculaire en £ à mE; on a 

^^ DE* 6C» 

iwD wiD ^ 

et en prenant sur mT, à partir de m, la longueur mG=DTn 
on obtient le centre de courbure G de l'ellipse. 

On peut arriver d'une autre manière au rayon de cour- 
bure de l'ellipse en considérant celle courbe comme décrite 
par un point m dont l'accélération dirigée vers un foyer F 
varierait en raison inverse du carré du rayon vecteur 
r = Fin (n** 3S). Soit a l'angle de la normale avec le rayon 



vecteur \ on a 



2 c 
r ces a, •» = 



rcosa 



L'accélération normale étant —, — • — • cos a, il vient, en 



l'égalant à ^ 



r* cos* a . j3 



^ acos^a 
Appelant r' le rayon vecteur partant de l'autre foyer, on a 



rcosa.r'cosa = ^*, d'où p = 



/icosa 



Or, la portion nts de la normale, déterminée par le grand 
axe de l'ellipse, déduite de la similitude des triangles Fw/5, 
F/îF', a pour expression 



ms 



Ym.Y'm /•r'cosa 



ms 



9 d'où p = 



¥n a ■ cos^a 

On reconnaît dès lors que le centre de courbure de Tel- 
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lipse s'obtient en élevant en s une perpendiculaire à la 
normale^ rencontrant le rayon vecteur m F en f, puis dé- 
terminant le point d'intersection G de la normale avec la 
perpendiculaire en t à ce rayon. 

Ces dernières considérations sont applicables à Fhyper- 
bole et à la parabole. 

3° Rayon de courbure de l'hélice. — Considérons unebélice 
tracée sur un cylindre quelconque, c'est-à-dire une courbe 
qui coupe toutes les génératrices de ce cylindre sous un an- 
gle constant |3, et soit p^ le rayon de courbure de la section 
droite du cylindre. L'hélice peut être considérée comme 
décrite par un point mobile qui se meut sur la section 
droite avec la vitesse constante i^, tandis que cette section 
se transporte parallèlement à elle -même et perpendiculai- 
rement aux génératrices avec la vitesse i^cot/3. 

Or la seule accélération qui rc'sulte de ce double mou- 

vement est l'accélération normale -7 à la section droite, né- 

P 
cessairemcnt dirigée suivant le rayon de courbure de l'hé- 
lice, puisque la vitesse i^ \/i -h col' p dans le mouvement ré- 
sultant est constante. Ainsi «la direction du rayon de cour- 
bure p de l'hélice se confond avec celle du rayon de cour- 
bure de la section droite. Enfin on a, pour déterminer py 
la relation 

7= — -p — ' 

d'où la relation connue 

p = p'(i4-col^P), 
à Faide de laquelle p s'obtient par une construction géomé- 
trique très -simple. 

S8. Des propriétés géométriques et du tautochronisnie 
de la cycloïde, 

1° De la courbure. — Reportons -nous au n° 28 (fig» 9)* 
L'accélération du point m, étant due uniquement au mou- 
vement circulaire uniforme autour du centre O, est dirigée 
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suivant le rayon /riO, et est exprimée par w" r ; sa projection 
sur la normale bm étant w* - » on a 

2 

dî ^ 
ou 

Donc le rayon de courbure de la cycloïde est double de la 
normale. 

Soit c le centre de courbure de la cycloïde correspondant 
au point m\ élevons en c la perpendiculaire cg à ic, qui 
rencontre le prolongement de ab en g. Les deux triangles 
rectangles Jcg', amb étant égaux, on a 

A^ = a^ = 2 R. 

Sur bg comme diamètre, décrivons une circonférence qui 
passe nécessairement par le point c 5 menons la parallèle 
gd à bxj qui rencontre en d le prolongement de la perpen- 
diculaire^ à bx abaissée du sommet y de la courbe. On a 

arc cg= Sircam = arc amb — dscmb z=z bs= dgi 

d'où il suit que le lieu des points c résulte du roulement de 
la circonférence bg sur la droite dg^ ou que la déi^eloppée 
de la cycloïde est une courbe qui lui est identique, mais 
dont les sommets et les points de rebroussement correspond 
dent respectii^ement aux points de rebroussement et aux 
sommets de la proposée. 

On sait d'ailleurs que l'extrémité libre d'un fil de lon- 
gueur yi/ fixé en d décrirait la cycloïde proposée par suite 
de Teuroulement de ce fil sur la développée. 

2^ Aire de la cycloïde, — Soient m! un point de la cy- 
cloïde infiniment voisin du point m, et m!c la normale cor- 
respondante, rencontrant bx en V, Les deux triangles 
mcm\ bcV , étant entre eux comme les produits des côtés- 
comprenant Tangle commun ou :: 4 t t, le quadrilatère- 
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mhVni est le triple du triangle hcV ou de l'élément mhn 
, du cercle, obtenu en menant &/» parallèle à cni . On déduit 
de là que : i*^ une portion de Vaire de la cycloïdcy comprise 
entre deux normales quelconques, est le triple de la por- 
tion de Vaire du cercle générateur ^ limitée par les parais 
. lèles à ces normales menées par le point de contact de ce 
cercle at^ec la droite directrice^ 2° Faire de la cycloïde est 
triple de celle du cercle générateur. 

3** Rectification de la cycloïde. — Traçons les cordes 
am, an^ issues du sommet a du cercle, dont la dernière 
rencontre bm en Ti. L'élément Tin du cercle ayant le point 
b pour centre et bn pour rayon, étant semblable à Télé- 
ment mm' du cercle de centre c, on a mm' z:=:^hn\ en 
d'autres termes, Faccroissement infiniment petit de Tare 
fm, = j de la cycloïde, compté à partir du sommet f^ est 
égal au double de l'accroissement infiniment petit de la 
corde am. Donc : 1** F arc de la cjcloïde compté à partir 
du sommet est égal au double de la corde correspondante 
du cercle générateur, partant de son sommet^ 2° la Ion" 
gueur totale de la cycloïde est égale à quatre fois le dior- 
mètre du cercle générateur. 

4^ Du tautochronisme de la cycloïde. — Considérons un 




point pesant m assujetti à se mouvoir sur une cycloïde fixe 
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à base horizontale. FjTi représentant par le diamètre /^a= aR 
du cercle générateur l'accélération g de la pesanteur, l'ac- 
célération normale^ qui est détruite, sera représentée par 
mi, et l'accélération tangentielle par ma. Cette dernière 
aura ainsi pour expression 

2R 4r 

et sera proportionnelle à l'arc compris entre la position du 
point mobile et le point le plus bas de la courbe. Il résulte 

de là et des n°' 37 et 47, où l'on supposera k = y^ : i^ gue 

le mobile m oscillera de part et d'autre du point/, en dé- 
crii^ant des arcs égaux à droite et à gauche de ce point ^ 

2** que la durée T = 2Tr i/ — de chaque oscillation com- 
plète est indépendante de la position initiale du mobile sur 
la courbe^ correspondant à une vitesse nulle, ou encore^ da 
V amplitude de l'oscillation. Ce qui constitue la propriété 
du tautochronisme de la cycloïde. 

Concevons que l'on enroule la cycloïde sur un cylindre 
vertical, de manière que l'on amène la base de cette 
courbe à coïncider avec le périmètre de l'une des sections 
droites du cylindre. La décomposition de l'accélération g 
s'effectuera dans le plan tangent au cylindre de la même 
manière que ci-Klessus; mais il est clair que la composante 
tangentielle aura la même valeur que lorsque la courbe 
était plane, et qu'elle sera ainsi proportionnelle à l'arc mf. 
Donc l'enveloppe de la cycloïde est encore tautoclirone, et 
il existe par suite une infinité de tautochrones à double 
courbure. 

Soient h le centre de courbure de la cycloïde en son 
sommet y*; hp^ hq^ les deux branches cycloïdales qui consti- 
tuent sa développée. Concevons que l'on fixe en h un fil de 
longueur /i/= 4R, terminé par une masse pesante, et que 
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ce fil, écarlé de sa verticale, soit assujetti ^ en oscillaiit, à 
s'enrouler alternativement le long de hp ejL de A^. Lie corps 
pesant décrivant la cycloïdepyijf, on obtient un peoduledont 
les oscillations ont la même durée, quelle que soit leur ampli- 
tude. L'idée d'un pareil pendule est due à Huygens, qui dési- 
rait doter les horloges d'un régulateur irréprochable. Mais 
la difficulté de construction des demi-cycloïdes directrices ^ 
les déformations auxquelles elles sont exposées en raison 
des variations de température, rendent cet appareil inap- 
plicable, et on le considère uniquement comme une cu- 
rieuse conception théorique. 

§ VI. — Théorèmes GÉNÉnAux relatifs au Mouvement 

d'un Point. 

59. Equations du rnoui^ement d'un point. — Soient 
Xy y^ z les coordonnées d'un point mobile par rapport à 
trois axes rectangulaires, y ^ t^jc, ^'^, i^, les composantes cor- 
respondantes de la vitesse 5 cf j^, op^, cp, les composantes sui- 
vant les axes de son accélération. On a 



d'où 



et de 



même 



dt'jc (Ix 

^ dt fit 






dy _ - ^l'z _ 



Ces trois équations feront connaître x, y^ z en fonction 
de ty et la nature de la trajectoire lorsque l'accélération sera 
connue. 



C^) En multipliant ces équations par la masse, on introduit les forces en 
lieu et place des accélérations } et c'est ici que Ton peut définir ce que Ton 
entend par force d'inertie. (Voyee mes Éléments de Mécanique.) 
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Comme application, reprenons la question (38) du 
mouvement parabolique des projectiles pesants dans le vide, 
en choisissant pour axe des x Thorizontale du point de dé- 
part, comprise dans le plan vertical passant par la direction 
de la vitesse initiale f^o, et pour axe des z la verticale en ce 
point. Les équations ci-dessus donnent 

d^x d^y d^z 

IF"^''' rf?^''' TF"^^' 

Soit a Tinclinaison de v^o sur l'horizontale. On a pour / = o, 



dx dz , dy 



j:=0, ^=0, *2=rro; 

de sorte qu'il vient, en intégrant, 

a: = p^cosa./, j^ = o, z=zv^ûn<x,»t — ^^< 

et pour Péquation de la trajectoire résultant de l'inclinaison 
Aet 

zz= X tani; a ^ a: ' ( i -h taiig * a ), 

équation d'une parabole dont l'identité avec celle du n° 38 
est facile à reconnaître. En y supposant z = o, on obtient 
pour la portion OB de l'horizontale du point de départ, 
limitée par la parabole, 

^^ 2PÎ . p„ sin 2 a 
OB = JT =: — 2. sm a ces a . = -^ 



S 



t> 



Cette longueur est ce que l'on nomme la portée du projec- 
tile^ -pour une même vitesse initiale, la portée atteind son 
maximum lorsque a = 45"; et la portée est la^même pour' 
deux directions dont l'angle aurait pour bissectrice une 
droite inclinée de 45** sur l'horizon. 
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60. Digression sur les produits géométriques. — Nous 
appelons produit géométrique de deux longueurs a, 6, 
issues d'un même point, le produit algébrique de l'une 
d'entre elles par la projection de Tautre sur sa direction, 
ou encore le produit algébrique de ces longueurs par le co* 
sinus de leur angle [*), 

Le produit géométrique de deux longueurs sera donc po- 
sitif on négatif selon que leur angle sera aigu ou obtus. 

On voit aussi que le produit géométrique de deux droites 
est nul lorsqu'elles sont rectangulaires et qu'il est égal à leur 
produit algébrique lorsqu'elles ont la même direction. 

Si pour représenter le produit géométrique de a, &, on 

emploie la notation symbolique a,b^\\ est clair que de la 

définition ci-dessus on déduit, a.b=: b.a'^ en d'autres ter- 
mes, dans un produit géométrique de deux facteurs, on peut 
intervertir l'ordre de ces facteurs. 

Supposons que a soit une somme géométrique représen- 
tée par 

on a 

acos(ajb) =ccos(c, 6) H- c'cos(c', ^) -|-. . ., 

et en multipliant par &, 

abcos{ayb):=cbcos(Cfb) -f-c'^cos (c', ^) -+- . , ., 
ou 

ab = cT -f- PV-h • . ., 

ce que l'on peut exprimer ainsi : 

Le produit géométrique d'une longueur par une somme 



(*) On entend ordinairement par produit géométrique de deux longueurs 
le produit de ces longueurs par le sinus de leur angle. Mais comme nous 
n'avons pas à considérer de pareilles expressions, nous avons cru devoir 
changer le sens ordinaire du produit géométrique, afin de ne pas employer 
une nouvelle dénomination. 



s 
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éométi'ique est égal à la somme algébrique des produits 
géométriques de cette ligne par les éléments de la somme 
géométrique. 

61 . Théorèmes sur les piy>priétés des prodints géomé^ 
triques des accélérations par les éléments de chemin déc- 
ents. — La considération du produit géométrique de Tac- 
célération cj> d'un point mobile par Vêlement de chemin 
décrit est très-importante en Cinématique. Il est même 
très-utile^ comme mode de démonstration^ dVstimer de 
pareils produits, non-seulement pour le chemin réellement 
décrit, mais encore pour tout déplacement hypothétique «du 
point mobile que Ton peut concevoir géométriquement. 
Dans ce dernier cas l'élément de chemin est appelé dépla- 
cement virfuel. 

On déduit de ce qui précède que : 

i^ Le produit géométrique de la rr^ultaiite de plnsiew^s 
accélérations simultanées^ par tout déplacement élémen- 
taire y réel ou virtuel^ est égal à la sotnme algébrique des 
produits géométriques des accélérations composantes par . 
le même déplacement, 

2® Si plusieu/^s accélérations ont une t*ésultante nulle, 
la somme de leurs produits géométriques par tout dépla- 
cement élémentaire est nulle, 

3** Si un point est animé de plusieurs mous^enients si- 
multanés, le produit géométrique de V accélération par le 
déplacement élémentaire résultant est égal à la somme 
algébrique des produits semblables relaiij$ aux déplace- 
ments composants et à cette accélération. 

62. Relation entre la vitesse d'un point mobile et le 
produit géométiique relatif à l' accélération et au chemini 

parcouru. — Soient (Jig» lo, p. 24), Ap»^, Aj^ les droites 
qui représentent les vitesses u^^ \^ d'iMi point mobile au 
commencement et à la fin de Télément du temps dt ; u la 

5 
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projection du point i^ sur A t^i ^ on a 

et le produit géométrique de raccélératîon (f par le chemiiJk 
élémentaire a pour expression 

p, a , ~ 

-ds = — r i', a X <»( . 

dt 

Or le. triangle (^ A »^i donne 

d'où, en négligeant f'r//*, qui est du second ordre^ 

2 

- = ^COs(f,€&).A. 



«,2 — P» 



Ainsi 2e denu-accroissement du carré de la vitesse, re- 
latif à Vêlement du temps y est égal au produit géométrie 
ûue cort^spondant de V accélération par le chemin élé- 
mentaire. 

D'où Ton déduit sans difficulté que le demi-accroisse- 
ment du carré de la vitesse^ pour un intervalle quelcon^ 
que de temps, est égal à la somme correspondante des 
produits géométriques de P accélération par Vêlement de 
chemin . 

Si Ton représente par 1^09 ^t les vitesses correspondant au 
commencement et à la fin de cet intervalle, on a 

-(p» — <'J)== 1 (fcos(tfyds)ds. 
^ Jo 

On peut arriver également à cette formule en remar- 
quant que le produit géométrique de (f p^r ds z=:: y dt est 

dv 
égal au produit semblable -7- • i^ rf^ = i^di^, relatif à l'accélé- 
ration tangentielle, ce qui donne 

vdtf = tf cas (y, du ) ds, 
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et Ton n'a plus qu'à faire une intégration. La somme 
/ qpcos {(f^ ds) ds s'obtiendra, si Ton veut, en calculant l'aire 

d'une courbe plane, dont s serait l'abscisse et cycos (y, ds) 
l'ordonnée, et cette évaluation pourra toujours se faire, 
au moins approximativement, en employant une des mé- 
thodes connues de quadrature par approximation, notam- 
ment celle de M. Poncelet (*). 

L'équation ci-dessus est égalemen t applicable au cas où 
le point, n'étant pas libi^, est assujetti à se mouvoir sur 
une ligne ou une surface fixe; attendu que cette ligne où 
celle surfacç ne détruit (48) que la composante normale 
de l'accéléra ti on qui ne donne aucun terme dans le second 
membre de cette équation. 

Les deux théorèmes suivants, dont les démonstrations 
sont évidentes, permettront, dans un grand nombre de cas, 
de simplifier l'application de la formule précédente. 

i^ L intégrale du produit géométrique de Vêlement de 
chemin par V accélération, lorsgu^elle est constante et 
quelle reste constamment tangente à la trajectoire, est 
égale au produit de V accélération par le chemin total 
parcouru. 

2^ L^ intégrale du produit géométrique de l'élément de 
chemin par une accélération constante qui reste parallèle 
à une droite fixe, est égale au produit de cette accélération 
par la projection sur cette droite de la corde qui joint les 
projections extrêmes du mobile. 

Ce dernier théorème est notamment applicable au mou- 
vement d'un point pesant libre ou assujetti à se mouvoir 
sur une courbe ou une surface fixe (**). 



( * ) Voyez mes hléments de Mécanique. 

{**) Le produit géométrique d'une forée par l'élément de cberotn est ce 

5. 
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63. Du mou%^ement d^un point pesant sur une courbe. — 
Considérons en particulier le mouvement d'un point mo- 
bile pesant placé sur une courbe de forme quelconque sans 
vitesse initiale; et soit z la hauteur verticale dont il est 
descendu lorsque la vitesse est V. On a 

La vitesse V ne s^annulant qu'avec 2, il s^ensuit que le 
mobile s'élèvera sur Tauti e branche de la courbe à la hau- 
teur du point de départ, puis, prenant un mouvement in- 
verse, il finira par atteindre sa position initiale, pour re- 
commencer ensuite une oscillation- semblable à la précé- 
dente, et ainsi de suite. 

64. De la courbe de la plus vite descente ou brachisto- 

chrone. -^ Le temps - \/-^ employé par le point qui ter- 
mine un pendule simple de longueur /, pour exécuter une 

demi-oscillation, étant inférieur au temps ^ i/- {S6) que 

mettrait ce point à parcourir librement sous l'action de la 
pesanteur la corde de Tare décrit, on est naturellement 
conduit à se demander quelle est parmi toutes les courbes 
passant par deux points A, B (^g'.'ig, p, 60) celle pour 
laquelle un point pesant, partant du repos ou avec une vi- 



que Ton appelle le travail élémentaire de cette force; l'intégrale de ce pro- 
duit est le travail total de la force. Le travail est moteur ou résistant, seloji 
quMl est positif ou négatif. 

Les théorèmes du n^ 61, ainsi que les derniers du n^ 62, subsistent évi- 
demment pour le travail des forces. 

Le second théorème conduit au principe du travail virtuel, dontreïten- 
sion à un système quelconque de points matériels donne les conditions géné- 
rales de Téquilibre des forces. 

En multipliant par la masse les deux termes de l'équation du no62 , elle 
donne le principe des forces vives, que Ton étend sans peine h un système 
matériel quelconque. ( Yoyex mes Éléments Je Mécanique. ) 
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tesse initiale^^'o ^^n A, arrive en B dans le temps le phis 
court. Tel est le problème de la brachistochi^one» propose 
en 1696 par Jean BernoulH. 

La recherche de la coarbe de la plus vite descente dépend 
dn calcul des variations^ mais on peut y arriver par de 
simples considérations géométriques, en établissant préala-' 
blement les deux principes suivants. 

PREMIER Principe. — Un arc quelconque ab de la bra- 
chistochroiie est Tare de la plus vite descente joignant les 
points a, b^ pour la vitesse acquise en a ; car s^il n^en était 
pas ainsi, ou pourrait substituer à Tare ab celui de la plus 
vite descente, mais alors la courbe considérée ne serait plus 
la brachistochrone. 

On pourra supposer en particulier que Tare ab se réduit 
à deux éléments consécutifs de la courbe. 

Deuxième Principe. — Soient m, m^' deux points situés 
de part et d'autre d'un plan P' ; m' un point de ce plan ; 1, i' 
les angles formés par les droites mm\ 17/ ///avec la nor- 
male au plan ; concevons qu'un mobile partant du point m 
parcoure mm' avec la vitesse constante V', et que, arrivé en 
///, il décrive l'élément m'm'^ avec une vitesse t^' également 
constante. 

On sait (*) que pour que le mobile mette le moins de 
temps possible pour aller de m en m'\ en laissant indéter- 
minée la position de m\ il faut que 

i^ m/?/, m' n/' soient situés dans le plan per|>endiculaire 
à P passant par Â et B ; 

„ - , . sin/ sin/' . . ^ . 
a^ La relation = — ;— soit satislaite. 

if V 



( * ) Soit m'^ la projection de m' sur le plan perpendiculaire à P pasftaot 
par m -et m"; il est clair que wiiw' <wm', m' m" <im' m" ; par suite, le 
temps employé pour parcourir mm' m" sera moindre que celui qui est rela- 



Cela posé, revenous au problème de la brachîstoclirone. 
Concevon^ que Ton divise la courbe en éléments par des 
plans hori3H)maux consécutifs équidistants^ dont nous repré-, 
aenterOBsTintervalle f^rdjr. So\eut(Jîg. 19, p»6oy m, m\ 
ni^ trois points consécutifs de la courbe obtenus de cette ma- 
nière et dont les dislances au plan horiaontal Q passait par 
A sontj^,^ + dy^ y -\-%dy ^V\% pfan horiaontal passant 

par m' '^ y =z ^ ¥\ -\- o^gy =z ^%g (y-f-/i) la vitesse acquise 
en m^ h étant la hauteur-^ due à la vitesse »^» : i l'angle 

aigu fornaé par mm' avec la verticale. 

D'après le premier principe ci-dessus, le mobile emploie 
moins de temps pour aller de m en m^, en passant par le 
point m' de P (les chemins mm\ nJnJ^ étant respective- 
ment décrits avec les vitesses acquises en m et à la rencon- 
tre de P), qu'en passant paF tout autre point du plan. 

On est ramené dès lors à faire l'application du second 
principe, qui conduit à ces conséquences r i® les deux élé- 
ments consécutifs mm', m! ivl* sont situés dans un plan ver- 
tical 5 par suite la brachistochrone est comprise dans le plan 



tif au parcours mm* m", ce qui démontre la première partie de l'énoncé: 
SuppotoDS donc que w, m\ m" soient dans un mèine<p1an, et soient n 

une position infiniment voisine de m', np^ m'tf 
les (perpendiculaires, abaissées de n et m' sur 
tnw'j nni" . On a 

nin =. rn/f, m" ij = m' ni" 'y 

la difrérence- des temps employés par le mobile 
pour parcourir les chemins mn^ m", mim^y ou 




y = m'nl -jT } 



devant être nulle, puisque le premier de ces chemins correspond à un temps 
mii»ini»m, ils'ensnit que 



sin/ si Mit' 



»'' 
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vertical passant par les points A et B^ 2^ le rapport -— « est 

le même pour deux éléments consécutifs, cW-à-dire qu'il 

est indépendant de y. Représentons par ~ la valeur con- 

staute.de ce rapport, a étant une grandeur linéaire, il 
vient 



^'=\/^f 



si«' = i/^(^-^'0, 



ou, en posant — =: a K, 



smi = i/ - — ;r- 

V 2R 



t^orlons verticalement, à partir du point A ljig> ,19, p- 60), 
la longueur AA'= h au-dessus de l'horizontale Ax passant 
parce poînt et comprise dans le plan de la courbe, et soient 
h le point de rencontre de la normale en m avec Thorizon- 
tale passant par A^; a Tintersection de la tangente en m 
avec la verticale du point b-^ nia projection de m sur ba, 
L^angle mbn est le complément de i, et nb est égal ky-^h. 
Or le triangle mbn donne 



nb nb - /j "H /' 

De la comparaison de cette formule avec la précédente 
il résulte que ab est une longueur constante égale à 2 R, et 
que, par conséquent, l'élément de la brachistochrone en m se 
confond avec celui de la cycloïde décrite par le point m de 
la circonférence construite sur ab comme diamètre qui 
roule sur la droite A!x*\ d'où Ton déduit sans peine que ces 
deux courbes coïncident dans toute leur étendue. 

La courbe de la plus vite descente est donc la cycloïde 
passant par les deux points A et B,^t dont la base est située 
sur rhorizontale du point A^ 

Dans le cas où i^^ = o, c'est-à-dire lorsque le mobile part 
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de A sans vitesse initiale, hx devient la direction de la base 
de la cydoïde, ei W est alors facile de construire cette 
courbe. Soient AA la base d'une cycloïde engandrée par. un 
point, primitivement en A, d'une circonférence, d'un rayon 
arbitraire, roulant sur Aj: ; |3 le point d'intersection de cette 
cycloïde avec AB*, 7 le point de rencontre de kx avec la 
pai^llèle à |3X menée par le point B ; Ay sera la base de la 

cycloïde cherchée et -^ le rayon du cercle générateur. On 

sait en etfei que toutes les cycloïdes sont semblables, puisque 
chacune d'elles ne dépend que d'un paramètre constant, 
le rayon du cercle générateur^ 

65. Quelle est parmi toutes les courbes passant par un 
point A [Jig* 18, p. .54) ^'f comprises dans un même plan 
vertical, celle pour laquelle un poiut pesant, partant du 
repos en A, parcourt un arc d'une longueur quelconque 
dans le même temps quil mettrait à décrire la corde cor- 
respondante. 

Soient A,y la verticale passant par le point de départ A \ 
B le point de la courbe où se trouve le mobile au bout du 
temps ï ; BMa position suivante au bout du temps t •+- dt-^ 
6 l'angle BAy ; /la longueur de la corde AB ; dB Taccrois- 
sement élémentaire BAB' de 9-, D le point de rencontre de 
la verticale A j^ avec la perpendiculaire en B à AB^ b le 
point de rencontre de la circonférence décrite sur AD 
comme diamètre avec AB'; BT le prolongement deB'B, 
formant la tangente à la courbe. 

Le mobile arrivera en B au boptdu même temps et avec 
la même vitesse en parcourant ou l'arc AB ou la corde AB; 
et le temps employé pour aller de B en B' sera égal au 
rapport deTélément BB^ à cette vitesse. D'un autre côté, le 
mobile mettrait à parcou;:*ir la longueur Ab le même temps 
que pour décrire la corde AB (56) ; par suite le temps em- 
ployé pour aller de b en B' avec la vitesse acquise en b est 
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çgal k celui que nieltra le mobile à décrire BB' avec la 
vitesse acquise en B. 

' Mais les vitesses acquises en & el B tie diffèrent entre 
elles que d'une quantité infiniment petite, du même ordre 
de grandeur que la différence entre les distances de ces 
deux points au plan horizontal passant par le point A \ on 
peut donc les considérer comme égales, çt alors 

BB' = b B', 

ou 

angle B ^ B' == apgle ^ BB'. 

Or l'angle ^BA= 90*^ — ©pouvant être considéré comme 
égal à Fangle BbB\ il suit de l'égalité précédente que 

angle ABB' = 2 (90*» — 0) = 180—2 0, 

3u encore que Tarigle ABT formé par la tangente à la courbe 
avec le rayon vecteur AB est ^al à 2 0. Pour obtenir l'équa- 
tion de la courbe il suffit d'intégrer Téquation 

—7- = tan£;2& 

ar ^ 

ou 

dr </sin2Ô 

2 — = -: -, 

r sm 2 6 

d'où^ en. appelant c* une constante, . 

r2 = c'sin2 9. 

La courbe cherchée est donc une lemniscate ayant pour 
centre le point de départ A et dont l'axe fait avec la verti- 
cale un angle de 45^. 

Si le temps employé à parcourir l'arc AB, au lieu d'être 
égal au temps que mettrait le mobile à décrire la corde cor- 
respondante, devait se trouver dans un rapport constant 
avec ce dernier, on trouverait de la même manière que ci- 

dessus 

BB'=^A.B'^, 
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OU, en appdaatr Tangle ABT formé par la langentë avec le 
layon vecteur, 

cos = ^ eos (i — d), 

ce qui constitue un théorème facile à énoncer. En dévelop- 
pant cos (i — 6), et remplaçant i par sa valeur tirée de 

tang I = r -;r-90n arrive À une équation dont on peut obtenir 

Tintégrale. 

66. Expression du produit géométrique de V accéléra- 
tion par un déplacement élémentaire résultant d'une ro- 
tation autour dun point. 

Soient mT) (Jig»^^ p. la) la droite qui représente l'accé- 
lération (j) d'un point m 5 mm^ un déplacement virtuel de ce 
point, résultant d'une rotation autour d'un point O ^ ma, 
mky les projections de mm\ niO sur mD ; dtù le déplace- 
ment angulaire élémentaire m O m^ \ on a 

et par la similitude des triangles mm* a, m O A, 

ma =r mm ' X — :r = O A' . rfw; 

/« O 

on déduit de là pour le produit géométrique de ff par mm^ 



tf, mm'=f^ X ma = (f, OA .//w. 

Ce produit géométrique est donc le même que si le point 
m coïncidait avec le pied de la perpendiculaire abaissée du 
point O sur la direction de Taccélération, pour un même dé- 
placement angulaire autour de ce point; 

Nous donnerons au produit (p X Ofclenom de moment (*) 



( '') Par analogie avec ce que Ton appelle, en mécanique, le moment d'une 
Joree, 
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de V accélération y par rapport au point O prié pour centre 
des moments. 

, On devra considérer ce moment comme positif ou néga- 
tif, conformément aux. conventions établies sur les signes 
des produits géométriques, ou selon que le point k se dé^ 
placera dans le sens de (f ou en sens inverse. 

Nous supposerons, comme on le fait ordinair^ent, que 
le sens du déplacement angulaire dtù est invariable, et qu'il 
a lieu de la gauche vers la droite. 

67. Il résulte de ces considérations et de celles du n^ 61 
que : 

I** Le moment de la résultante de plusieurs accéléra- 
tions situées dans un même plan ^ par rapport à un point 
de ce plan ^ est égal à la somme algébrique des moments 
des composantes^ puisque les produits géométriques ne 
diffèrent des moments que par le facteur constant dtù, 

2** La somme algébrique des moments des composantes 
par rapport à un point de la résuit aufe est nulle (*). 

Ces deux théorèmes, qui subsistent évidemment en pro- 
jection sur un plan, pour des accélérations dirigées d'une 
manière quelconque dans Fespace, ont lieu avec la même 
évidence, ainsi que les suivants, pour les vitesses, et pour 
de simples lignes droites assujetties aux règles que sui- 
vent les vitesses et les accélérations. 

68L Composition et décomposition des moments, — 
Concevons qu'à partir du point O on porte sur la perpen- 
diculaire au plan qu*il détermine avec 9, une longueur L 
propoirtionnelle au moment, dans le sens pour lequel ce 
moment serait positif pour Tobservateur couché suivant 
cette droite en ayant les pieds en O. 

Soit IJ la droite qui représente de la même manière le 



( * ) Ces ihéorèmes sont dut» à Vari{;noii, 
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u&oment de la projection f' de <f sur un plan pàsdaui par le 
point O. ' • 

Les longueurs L, L'étant proportionnelles aux aires des 
triangles formés par le point O et les droites qui représen- 
tent f , (f\ il s^ensiut que la seconde est la projection de 
Vautre sur sa direction. 

On déduit de là et de ce qui précède que, 

En projection- sur un axe, la droite qui représente lé 
moment de la résultante de plusieurs accélérations dirigées 
ftnne manière quelconque dans Vespace^ est la somme 
algébrique des droites semblables relatives aux compo- 
santés. 

On déduit de là ce corollaire: 

La droite qui représente le moment de la résultante est 
la somme géométrique des droites semblables relatives aux 
composantes^ 

En d'autres termes, elle s'obtient en composant ces der- 
nières comme des vitesses ou des accélérations. On voit ainsi 
que la droite qui représente le onoment de l'accélération 
élémentaire est la différentielle géométrique de celle qui 
représente le moment de la vitesse. 

* 

69. Théorèmes relatifs aux moments des vitesses, aux 
aires ^ etc. — Il résulte de ce qui précède que les extré- 
mités des droites qui représentent les moments des vitesse» 
successives d*ua point mobile, déterminent une courbe^ 
dont l'élément rectiligne mesure le moment de l'accéléra- 
tion élémentaire. 

Si donc on appelle V, V les vitesses au coraînencement 
et à la fin d'un intervalle de temps f : 4> l'accélération ; 
P, P', </, les distances de V^ V, 4> au centre des moments^ 
on a la relation géométrique 






(U. 
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En désignant par v^ v^^ <f les projections de V, V'^ 4> sur 
un plan, p^ p'y q leurs distances au centre des moments, 






ce qui exprime que, en projection sur un plan, V accrois- 
sement du moment de la "vitesse^ pris par rappx>rt à un 
point du plan, pour un certain inten^alle de temps j est 
égal à la somme des moments des accélérations élémen- 
taires pour le même in te rua /le (*). 

On peat énoncer ce lliéorème sous une autre forme. Re- 
marquons en effet que - cy^ = - . '-— est la dérivée, par rap- 
port au temps de Taire décrite autour du centre des moments 
par le rayon vecteur qui joint ce centre au point mobile : 
c'est ce que l'on peut appeler, avec M. Binet, la vi tesse aréo- 
laire. Donc le douhle de V accroissemeni de In vitesse 
aréolaire pour un interx'alle de temps quelconque est 
égal à r intégrale du moment de /' accélération élémen- 
taire. 

Si Ton appelle « la vitesse angulaire du rayon vecteur 
r, autour du centre des moments, l'aire décrite, dans le 

temps dt^ par le rayon étant -oar^dt^ la vitesse aréolaire 
estexpriméepar -wr', c' est-à- dire /par //i moitié du produit 

2 

du carré du rayon vecteur par sa vitesse angulaire au- 
tour du centre des moments. 

Des théorèmes que l'on vient d'énoncer on déduit les 
suivants : 



{*) En multipliant par la masse, on obtient \q principe relatif aux moments 
des quantités de mouvemeni et des impulsions fies forces, que l'on étend facile-* 
ment aux systèmes matériels soumis à leurs actions mutuelles et à de& forces 
extérieures. ( Voyesy pour plus de développements et pour les conséquences 
que Ton en déduit, les additions à mes Éléments de Mécanique.) 
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Lorsque la direction de V accélération d^un point mo- 
bile dans un plan passe constamment par un point fixe 
de ce plan : i^ la vitesse du mobile varie en raison ini^erse 
de la perpendiculaire abaissée de ce point sur sa direction ; 
7? les aires décrites autour du point fixe par le rayon vec- 
teur sont proportionnelles aux temps correspondants^ 
^^ la vitesse angulaire du rajon vecteur varie en raison 
ini^erse du carré de ce rayon, 

Réciproquemeni, si l'une de ces trois conditions est rem- 
plie, raccéléraiion est nulle ou passe constamment par le 
point fixe. Nous avons déjà eu occasion de signaler la 
proportionnalité entre les aires et les temps écoulés dans 
les problèmes des n°* 35 et 40. 

70. Equations du moui^ement (Cun point dont la direc- 
tion de r accélération passe constamment par un point fixe, 
— La trajectoire est comprise dans un plan passant parle 
point fixe \ car la vitesse et Taccélération élémentaire étant 
situées dans un plan passant par ce point, il en est de même 
de leur résultante ou de la vitesse à Tinstant suivant, et 
ainsi de suite. 

Soient r le rayon vecteur mené du mobile au point fixe; 
6 Tangle qu'il forme avec une droite menée par ce point 
dans le plan de la courbe; cp Taccélération du mobile dirî^ 
gée suivant r; Wo? Po? ''o les valeurs de i', p, r pour une 
position déterminée du mobile: on a (69), d'après le prin- 
cipe des aires, 

d'où 



€it = 



f'op. 



Le produit géométrique de f par l'élément de chemin est 

-f-yrfr, ou — yrfr, selon que (f est dirigée du point fixe 
vers le mobile ou en sens inverse, et l'on a, d'après un prin- 
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cipe connu (62), 






Or 

iW _ r»i/ 0* -h dr" 






OU, en remplaçant dt par sa valeur ci-dessus, 



Par suite 



, , / I I ^r' \ 




^■^W=À-^:^X(^^^^^' 



équation qui permettra de résoudre . analy tiquemcnt les 
problèmes des n°* 35 et 40 et les problèmes inverses. Nous 
ne nous arrêterons pas à ces exercices d^analjse, qui ne pré- 
sentent d'ailleurs aucune difficulté. 
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CHAPITRE TROISIÈME. 

MOUVEMENTS GÉOMÉTRIQUES DES SYSTÈMES 

INVARIABLES. 



§ I*"". — Mouvements de TRÂNSLÂTiON et de Rotation. 

71. Une figure, un solide, dont les points ou éléments 
conservent les mêmes distances mutuelles* malgré le mou- 
vement imprimé à leur ensemble, est ce qu^on nomme en 
général un système invariable, 

72. Lorsque les divers points d'un système invariable 
décrivent, à un instant donné, des éléments rectilignes 
égaux et parallèles, le mouvement de leur ensemble se 
nomme mouvement translaloire ou de translation , Il est 
évident que les vitesses simultanées des divers points sont 
aussi égales et parallèles au même instant. 

Le mouvement de translation peut être rectiligne ou cur^ 
viligney selon que les différents points du corps décrivent 
des lignes droites ou des lignes courbes^ seulement dans le 
deuxième cas les directions parallèles du mouvement chan- 
gent d'un instant à Tinstant suivant. 

73. Lorsque les différents points d'un système invariable 
décrivent simultanément, autour d'un axe fixe, des élé- 
ments de cercle concentriques, perpendiculaires à cet axe, 
le mouvement du système est ce que Ton nomme un mou^ 
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vement rotatoire ou de rotation autour de cet axe, et Ton 
prouve aisément, par la géométrie, que les déplacements 
angulaires simultanés des perpendiculaires à l'axe, ou des 
plans méridiens correspondant aux divers points du système , 
sont égaux. II. suflBt, pour cela, de considérer le déplace- 
ment fini ou infiniment petit, de Tun quelconque des an- 
gles plans ou dièdres formés par deux de ces perpendicu- 
laires ou de ces plans, et de retrancher, de chacun de ces 
angles, la partie qui leur est commune dans les deux posi- 
tions. 

Soient V et w les vitesses contemporaines de deux points 
situés aux distances r et i de l'axe, les éléments \dt^ tùdt 
étant semblables, il vient 

ydt r 

— r — ~^ 
tant 1 

ou 

On désigne w sous le nom de vitesse angulaire , comme 
nous avons déjà eu occasion de le dire (8), et là vitesse en 
un point est égale au produit de la vitesse angulaire par la 
distance de ce point à l'axe. 

74. Le mous^ement de glissement est celui dans lequel 
les mêmes points ou éléments, de la surface externe d*uu 
solide se mettent successivement en contact avec les élé- 
ments distincts et consécutifs de la surface d'un autre 
solide. 

75. Dans le mouuenient de roulement , les éléments 
superficiels différents et consécutifs d'un corps viennent se 
mettre successivement en contact, sans glissement, avec les 
éléments consécutifs de la surface d'un autre corps. 

Considérons en particulier deux cylindres roulant l'un 
sur Uautre ; on peut réduire la question au roulement 
de leurs sections droites Tune sur l'autre. Or, en regardant 
ces courbes comme des polygones infinitésimaux ayant ac- 

6 
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tuellement un côté commun ai, les côtés consécutifs bc\ 
c^d\,.,de la courbe mobile doivent venir successivement 
coïncider avec les éléments respectivement égaux éc, cd, . . . 
de la courbe fixe ^ et pour que b'c' vienne coïncider avec 
bc^ il faut qu'il y ait rotation de la figure mobile autour du 
point b supposé fixe. 

D*où Ton conclut qu'une courbe qui roule sur une autre 
peut à chaque instant être considérée comme tournant, pen- 
dant un temps infiniment petit, autour du point de contact, 
supposé fixe pendant cet instant, et qui prend le nom de 
centre instantané de rotation ; par suite la normale à la 
courbe décrite par un point quelconque de la figure mo- 
bile passe par ce point* 

On voit ainsi, d'une autre manière, pourquoi la normale 
à la cycloïde passe par le point de contact de la circonfé- 
rence avec la droite directrice (28)-, pourquoi la normale 
aux épycicloïdes passe par le point de contact des circon- 
férences, etc. 

Nous nous bornerons actuellement à ces notions élémen- 
taires sur les mouvements de glissement et de roulement, 
dont nous ferons plus loin une étude approfondie. 

§ IL Du MOUVEMEKT d'dN SYSTÈME INVARIABLE 

PAEALLELEMENT A UN PLAN FIXE. 

76. Le mouvement de rotation autour d'un axe fixe 
n'est évidemment qu'un cas particulier de celui où tous les 
points du système sont animés à un instant donné de vites- 
ses simultanées quelconques parallèles à un plan donné, 
mouvement qui, envisagé dans la projection du système sur 
le plan, revient à celui d'une figure invariable mobile dans 
ce même plan, et n'est Itii-mème qu'un cas particulier du 
mouvement le plus général d'un corps. . 

77. Du centre instantané de rotation d'unejigure im^a- 
riable mobile dans son plan, — La position et le mouve- 
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ment d'une telle figure sont évidemment définis par ceux 
d'une droite AB {fig» 20) qui joint deux points A, B, de 
Fig^ 20 cette figure. Soient A'B' la position que 

B prend la droite AB au bout d^un temps 
B' infiniment petit; O le point de rencon- 
tre des perpendiculaires élevées aux mi- 
lieux I et K des chemins élémentaires 
A A', BB'. De Fégalité des triangles AOB, 
A' OB' qui ont leurs trois côtés respec- 
tivement égaux , résulte celle des angles 
BOB', AOA' et Ton voit ainsi que le moui^ement le plus gé- 
néral d* une figure plane peut à chaque instant être consi" 
rléré comme se faisant autour <ïun point actuellement fixe 
O, et nommé pour ce motif centre instantané dô rotation^ 

Remarque. — Si les déplacements A A', BB', sont paral- 
lèles et obliques à AB, ils sont égaux 5 car la projection de 
A'B' sur AB étant égale à cette dernière droite, en négli- 
geant les termes du second ordre, il faut nécessairement 
que les projections semblables de A A', BB' soient aussi 
égales, et le mouvement se réduit à une simple translation. 
Dans le cas où les chemins élémentaires A A', BB' [fig* 21) 
Fig. 21. sont perpendiculaires à AB, ils 

6' peuvent être inégaux, mais alors 

_ _-^.--- ( I le centre instantané se trouve évi- 

^ demment au point de rencontre 

C de AB, A' B'. On voit de plus qu'en substituant à l'un des 
points* A et B un point M extérieur à AB, on rentre dans 
le cas général. 

78. Conséquences diverses, — Il résulte de ce qui pré- 
cède que : 1° les différents points de la figure mobile décri- 
vent simultanément des éléments proportionnels à leur dis* 
tance au centre instantané ; 2^ les normales correspondant 
à ces divers éléments vont toutes concourir à ce centre ; 
3° la connaissance de la vitesse V de l'un de ces points, si lue 

6. 
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à la distance /du cenlreO, suffit pour déterminer la vitesse 

V 
angulaire Instantanée w =:= — ? par suite la vitesse d'un point 

quelconque. 

79. Soient, à uu instant donné, O le centre instantané 
de rotation, Oj, O2, Os,... les positions successives des 
centres instantanés sur le plan fixe, O', , O',, O'g,... les posi- 
tions correspondantes des mêmes points sur le plan de la 
figure mobile. Au bout du temps infiniment petit dt^ le 
point O', viendra en Oi \ mais comme ce déplacement ne 
peut s'effectuer qu'autour du centre instantané O, il s'en- 
suit que la courbe OC^O'^... roule sur la courbe fixe 
OOj Oj...; en d'autres termes, le moui^ement le plus gêné-, 
rai iï une figure in\^ariablc se réduit à un roulement d'une 
courbe sur une autre. La courbe fixe est le lieu des posi- 
tions successives des centres instantanés, et la courbe mo- 
bile est le lieu des points du plan de la figure mobile qui 
successivement deviennent centres instantanés. 

On voit ainsi que la courbe décrite par un point déter- 
miné delà figure invariable appartient h la grande classe 
des épicycloïdes, dont les propriétés ont beaucoup occupé 
Descartes, Rœmer, Roberval, de la Hire, etc. 

80. Application à la géométrie, — 1 ° Supposons que 
l'on veuille mener la tangente ou la normale à la courbe 
décrite par un point m d'une figure invariable dont deux 
points aelb sont assujettis à parcourir deux lignes données. 
Il est clair que la normale cherchée s'obtiendra en joignant 
le point m au point de rencontre c des normales aux deux 
courbes fixes en a et b. Dans le cas où les lignes données 
sont des droites, le point m décrit une ellipse, à laquelle on 
sait ainsi mener la normale. 

2" Lorsque le mouvement de la figure est défini par la 
condition qu'une ligne aO, tracée sur cette figure, passe 
constamment par un point fixe O et qu'un point b de la fi- 



Fig. 22. 
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gure parcoure une ligne donnée mn^ le ceuXre instantané S 
est déterminé par la rencontre des normales en i à mn el 
en O à Oa. Car il est clair que le déplacement élémentaire 
du point de la ligne aO qui se trouve actuellement en O ne 
peut avoir lieu que suivant la tangente à cette ligne. 

Cette dernière remarque est notamment applicable à la 
Conchoïde et à la Cùsoïde. La première de ces courbes, 

comme on lésait, est engendrée par 
deux points b el a {^g. 2 a) d'une 
droite assujettie à passer par un point 
fixe O ; le point milieu c de ab de- 
vant lui-même parcourir une droite 
donnée ch. Le centre instantané se 
trouvera ainsi à l'intersection T des 
perpendiculaires à Oc et ch me- 
nées en O et c. 

La cissoïde est engendrée par le sommet h d'un angle 
droit dont Texirémi lé h d'un côté de longueur déterminée 
décrit une droite cA, et dont l'autre côté indéfini est assu- 
jetti à passer par un point fixe O, et Ton voit que le centre 
instantané se trouve à l'intersection S des perpendiculaires 
exi O et A à Oc et ch. , . • . 

' Comme dernier exemple, proposons-nous de mener la 
tangente à la courbe décrite par le sommet m [fig- ^3) 

d'un angle constant amc^ circonscrit à 
une courbe. Les points a et c des côtés 
de l'angle, actuellement en contact avec 
la courbe, ne pouvant se déplacer que 
langentielleraent à cette courbe, le cen- 
tre instantané O se trouve au point de 
rencontre des normales en a et c, et la 
normale O m, à la courbe décrite, est dès 
Jors déterminée. On peut même se dis- 
penser de mener les normales en a et c, car la tangente en 
m est évidemment tangente au cercle circonscrit au qua- 
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drîlatère a Oc/71, ou au segment capable de Tangle m dé- 
crit sur la corde ac. 

81 . ^applications à quelques transformations de mou^ 
i^ement. 

i^ Bielles et manwelles. — Soient OA, AB [fig- ^4) 

Fig. 24. . 



■^-.. 



les axes de figure d'une manivelle mobile autour d'un axe 
projeté en O, et d'une bielle dont rextrémité B est assujettie 
à glisser le long de la droite 06. Le centre instantané de AB 
se trouvera évidemment au point de rencontre S de OA 
prolongée avec la perpendiculaire élevée en 6 à OB. Si o) 
est la vitesse angulaire de la manivelle, r le rayon de la 
circonférence décrite par le centre A de son bouton, la vi- 
tesse du point A étant cor, la vitesse angulaire intantanée 

autour de S sera 

wr 

SÂ' 

la vitesse du point B, 

'' = "'••81' 
et celle d'un point quelconque m de la bielle, 

S w 



\/ 



V 

a 






• V 



&)/•, 



SA 
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On peut mettre V sous une forme plus commode 5 prolon- 
geons pour cela AB jusqu'à sa rencontre R avec la perpen- 
diculaire en O à OB. Les triangles semblables KOA, SAB 

donnent 

SB_ KQ 

d'où 

Cette expression fait voir que la vitesse V, nulle aux points 
morts ij J', situés surOB, est ^ale à celle du centre du 
bouton de la manivelle lorsque cette dernière est perpen- 
diculaire à la direction du mouvement rectiligne. 

En menant, par le point K, une parallèle à OB jusqu'à sa 
rencontre n avec BS, et opérant de. même pour toutes les 
positions du point B, on obtient une courbe bnb* qui repré- 
sente géométriquement la loi des vitesses du point B dans 
l'hypothèse de o) constant, et dont le tracé permet de trou- 
ver approximativement la position du point q pour lequel la 
vitesse \ = (*>, pq est maximum, et qui correspond au point 
de la courbe pour lequel la tangente est parallèle à OB. 

Soient a l'angle AOB, P l'angle ABO, / = AB, la longueur 

de la bielle, m le rapport - de la longueur de la manivelle 
à celle de la bielle ^ on a 

. . r . . cicc 

sm 8 = - sm oi •= m sm a, w == — - ? 
^ l / fit 

^,^ sin (a -h S) . . ^ . . 

OK = r ^^ — ;— ^ = r(sin<x.-h cos a fang Ô ) > 

ces 3 



Cl) 



. OK = 



/ , m sin 2 a \ 

= <arl siD a + — * ]• 

\ 2 yi — w^sin'ay 

La vileàse moyenne pour une demi-révolution sera 

w/- / r^ . , m r-rt sin 2a , \ 

— ( I sin (xdoL H I — da )• 
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Là seconde intégrale est nulle ^ car pour deux valeurs sup- 
plémentaires de «9 Télément de l'intégrale prend des valeurs 
égales et de signes contraires, de sorte que la vitesse moyenne 

est tout simplement — r. 

Le maximum de V = w.OK sera "donné par 

I 2 ces 2a (i — w' sin^a) -f- - w'sin'2a j 

m \ ^ 't. \ 

a H i 3 i = O. 

(i — //l'sin^a)* J 



En général m est une fraction assez faible qui souvent 
ne dépasse pas - ou rr* On peut donc dans une première ap- 
proximation négliger m* devant l'unité; il vient ainsi 

cos a -+- /w ces 2 a = o, 

ou 

cos a -H 2/w cos^a — m =o. 

En négligeant m, on trouve 

TT 

a = — •• 
2 

Posons « = — h e ; e étant du même ordre de grandeur 
que m, on doit négliger les termes en e*, me, et on trouve 



par suite 



/w, 



a = m, 

2 



La valeur correspondante de to.OK est avec la même ap- 
proximation fùî\ De sorte que l'obliquité de la bielle n'in- 
flue sur le maximum de la vitesse que par les termes de 
Tordre de m*. 

2*^ Du parallélogramme de JVatt. — La disposition em- 
ployée dans les machines à vapeur de Watt pour transmet- 
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tre au balancier le mouvement alternatif du piston, jouit 
de propriétés curieuses, sur lesquelles nous allons nous ar- 
rêter quelques instants. 

Soient OA {fig- aS) l'axe de figure du balancier dans sa 

Fig. 25. 




position horizontale; O la projection de l'axe horizontal de 
rotation sur le plan vertical passant par OA \ OA^ OA'^ les 
positions extrêmes de l'axe de figure du balancier, symétri- 
quement placées par rapport à OA \ xy la verticale suivant 
laquelle doit se mouvoir la tige du piston. On s'arrange de 
manière que ocy passe à égale distance du point A et de la 
corde A^ A'^ de l'arc total que décrit l'extrémité du balancier. 
- La tige du piston est reliée par une articulation au som- 
met B d'un parallélogramme, à sommets articulés, formés 
par les trois verges AB, BC, CD, et par l'axe OA du balan- 
cier, et dont A'B'C'D', A'^B'^C'^D'^ sont les positions 
extrêmes. 

La figure A'B'B^'A^^ étant un parallélogramme, on a 
A' A'' =:B'B'', d'où l'on déduit que : i^ Pour deux posi- 
tions du balancier, symétriques par rapport à V horizon* 
taie passant par son centre dé rotation^ les côtés du 
parallélogramme qui lui sont, immédiatement articulés 
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sont parallèles ; a° la course du piston est égale à la corde 
de Varc total décrit par V extrémité du balancier. 

Le sommet B étant assujetti à parcourir la, ligne xy^ la 
iieuredu parallélogramme est, à chaque instant, complète- 
ment déterminée, et le point C décrit une courbe qu'il est 
facile de construire par points, en effectuant la construc- 
tion du parallélogramme pour plusieurs positions intermé- 
diaires du balancier. L'épure montre que cette courbe dif- 
fère très-peu du cercle passant par les trois points C, C , C'^ Si 
l'on admet, pour un instant, que ces deux lignes se confon- 
dent, il suffira, pour assurer le mouvement rectiligne de B, 
d'assujettir le point C à se mouvoir sur le cercle CGC; ce 
qu'on réalisera au moyen d'une tige MD articulée d'une part 
à ce points et de l'autre au centre M supposé fixe du cercle 
ci-dessus •, cette tige porte le nom de contre-balaricier. 

Mais comme le cercle CGC" ne se confond pas rigoureu- 
sement avec la courbe qui serait tracée par le point G, il en 
résulte que le sommet B ne décrit pas exactement jy, mais 
une courbe en S très-allongée, qui diffère très-peu de la 
verticale, ce qui, par cela même, ne donne lieu à aucun 
inconvénient pratique. 

Gette courbe, dite à longue inflexion^ passe un peu à 
gauche de xr entre B' et B, et un peu à droite de B en B''. 
On peut la construire par points en traçant la forme que 
doit affecter le parallélogramme pour plusieurs positions 
intermédiaires du balancier. Mais on peut y arriver plus 
simplement en remarquant que si l'on mène la parallèle 
OH' à G'D' jusqu'à sa rencontre H' avec B'G' prolongé, le 
point H', situé à une distance constante de G\ se ment con- 
stamment sur la circonférence décrite du point O comme 
centre avec un rayon égal à G'D' ou GD5 les extrémités de 
l'arc qu'il parcourt sont H' et le point d'intersection H de 
BG prolongé avec cette circonférence. On voit ainsi que la 
courbe décrite par le point B ou ^ fait partie du lieu géo- 
métrique engendré par un point déterminé B' d*une droite 
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dont deux autres points également déterminés C^ et H' 
s'appuient constamment sur deux circonférences données 
MC, OH'. On aura autant de points que Ton voudra de cette 
courbe, en marquant trois points i, c, // sur l'arête d'une 
bande de papier, tels que l'on ait bc = BC, ch = CH, puis 
en faisant mouvoir cette bande sur la figure, de manière 
que les points A et c restent constamment sur les arcs res- 
pectifs HH', C'C", les positions successives que prendra le 
point b appartiendront à la courbe cherchée. Si Ton désire 
avoir le lieu complet, on pourra employer le même procédé, 
en faisant sortir les points A et c de leurs limites respectives 
H et H', C et C qu'on leur avait assignées sur les circon- 
férences OH' et MC. 

Le centre instantané S' de la droite B'H', dans cha- 
cune de ses positions, se trouve évidemment au point d'in- 
tersection des droites MC et OH' prolongées-, et l'on ob- 
tient géométriquement la normale au point B' de la courbe 
à longue inflexion en menant B'S'. 

Le centre instantané T' de CD' est de même déterminé 
parla rencontre de CM et de OA'. 

Cela posé, cherchons à déterminer la vitesse angulaire o) 
du balancier, variable avec sa position, connaissant la vi- 
tesse correspondante V du piston ou du point B'. 

* V 
La vitesse angulaire autour du centre S' étant ^7:^, 5 la 

S''C' 
vitesse du point C est V «^t—-? et la vitesse angulaire instan- 

tanée autour de T', V» ^,^,^,^, ou ^ p/^/ g/^r ^ en raison 

du parallélisme des droites CD' et OS' 5 on déduit dé là 

OD 



OD' 
pour la vitesse du point D', V--;— 7) et pour la vitesse an- 



gulaire autour du point O, 



fit) — " ■ 
S'B' 



9^ 
d'où 
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V=*> S'B'. 

On a ainsi ce théorème : 

La vitesse de la tige du piston est égale au produit de 
la vitesse angulaire du balancier par la distance de V arti- 
culation de la tige du piston et du parallélogramme, au 
point de rencontre du contre" balancier prolongé, ai^ec la 
parallèle menée, par le centre de rotation du balancier, 
aux côtés du parallélogramme articulés à ce dernier. 

Le problème proposé se résout donc au moyen d'une 
construction géométrique très-simple. 

La droite qui joint les points O et B' rencontre le côté 
CD' en un point J^ fixe sur ce côté pour tous déplacements 
du balancier qui décrit une courbe semblable à celle du 
point B' et semblablement placée, et qui, par conséquent, 
se confond sensiblement avec la verticale. Cela tient à 
ce que les triangles A'B'O, D'J'O étant semblables, D'J' 
est constant et que OJ' est proportionnel à OB^ Le parallé- 
logramme permet donc au balancier d'imprimer un çiou- 
vemcnt vertical à une tige articulée au point J' de CD', 
dont la vitesse est à V dans le rapport de OJ' à OB'. Cette 
tige sert ordinairement à mettre en jeu la pompe à air de 
la machine. 

Le mouvement circulaire alternatif du balancier dans 
Fig. 26. les machines de Walt est 

transformé en circulaire 
continu autour d'un axe 
parallèle projeté en N 
(Jig* 26) au moyen d'une 
manivelle NP mobile au- 
tour de ce dernier, reliée 
par une bielle PF à l^ex- 
trémité F du balancier op- 
posée à celle à laquelle est adapté le parallélogramme. 
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La figure ci-jointe (dans laquelle, pour représenter les 
mêmes points, on a conservé les lettres de là figure précé- 
dente moins les accents) représente ce système dans une po- 
sition quelconque. Le centre instantané de la bielle se trouve 
évidemment au point de rencontre K des axes de figure du 
balancier et de la manivelle 5 la vitesse en F étant w.OF, 

la vitesse angulaire instantanée autour de K est «♦—:- et 

la vitesse du point P 

OF 



&> 



KF 



.PR=w'.PN, 



en appelant w' la vitesse angulaire de la manivelle autour 
du centre N. Menons NQ parallèle à OF jusqu'à sa ren- 
contre avec PF, les triangles semblables NQP, KFP 

donnent 

PK_ PN 

RF"" QN' 

et il vient par suite pour la vitesse angulaire de la mani- 
velle 

OF 



w rrr « 



QN 



Celte formule ne s'applique qu'en dehors des points 
morts qui correspondent nécessairement aux positions 
extrêmes du balancier, car le mode de liaison entre le ba- 
lancier et la manivelle, duquel elle est tirée, est dans ces 
circonstances exceptionnelles incompatible avec la trans- 
mission du mouvement à exécuter et qui serait- dès lors 
complètement interrompue si la manivelle ne dépassait les 
points morts en vertu de la propriété de la matière, connue 
sous le nom d' inertie ^ et dont nous n'avons pas à nous 
occuper. 

' Nous ne nous arrêterons pas aux détails de construc- 
tion de l'ensemble de pièces que nous venons d'étudier, 
ni des dispositifs qui en dérivent employés sur les bateaux 
à vapeur, dans l'établissement des pompes d'épuisement 
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des mines, etc.... Nous ne jMJUvons que renvoyer pour 
cet objet aux Traités spéciaux de Mécanique pratique. 

3° Coulisse Stephenson. — Dans les locomotives, pour 
faire varier dans certaines limites la course de la tige du 
tiroir, on monte, sur Fessieu moteur, deux excentriques 
circulaires, de même diamètre et généralement coulés d'une 
seule pièce. Les extrémités des bielles qu'ils conduisent 
sont respectivement articulées à celles d'une coulisse dans 
laquelle s'engage un coulisseau qui termine la tète du 
piston. Si les excentriques sont diamétralement opposés, 
les extrémités de la coulisse doivent marcher en sens con- 
traire 5 et l'on comprend ainsi comment (à l'aide d'un sys- 
tème de leviers à la portée du mécanicien, pour relever ou 
abaisser la coulisse de manière quç le coulisseau occupe une 
position plus ou moins rapprochée de ses extrémités), il 
est possible de faire varier la course du tiroir, et de chan- 
ger le sens de son mouvement. 

Il est bon de faire remarquer que dans la réalité les 
rayons partant de l'axe de rotation et aboutissant aux cen- 
tres des excentriques font entre eux un angle qui diflere 
de 180° d'un nombre de degrés, dont la moitié mesure ce 
que l'on nomme Y angle de calage ou d*at^ance ; mais les 
considérations suivantes, qui sont dues à M. Phillips, sont 
indépendantes de l'angle que forment les deux excen- 
triques. 

Soient OA, OA' {Jig» 27), les positions contemporaines 
des axes de figure des deux excentriques, mobiles autour 
du centre O^ AB, A'B' les bielles qui les relient à la cou- 
lisseBB'5 ^^ ^^ dernière branche du levier articulé, qui sert 
à déplacer la coulisse avec laquelle il s'articule en D : cette 
branche, appelée bielle de suspension ou de rele^age, est 
mobile autour du point C du levier coudé KFC dont l'axe 
de rotation est en F, et qui reste fixe pendant le mouvement 
de la coulisse pour la position considérée au point D. 
Soient de plus E la tète de la tige EH du tiroir dont la di- 



t>E CINÉMATIQUE PURE. 9» 

reclion passe par le point O, et o) la vitesse angulaire au- 
tour de ce point. 

Fig. 27. 







Le centre instantané de la coulisse, qu'il s'agit de déter- 
miner, se trouve en un certain point TdeCD; en le sup- 
posant connu, le centre instantané de AB sera déterminé 
par l'intersection S des prolongements de OA et BT; celui 
de A'B' se trouve de même au point de rencontre S' des di- 
rections de OA' et TB'. Il suit de là que la vitesse angulaire 

autour de S est exprimée par ^"r^f que la vitesse du point 

OA 

AS 



Bestco.^-SB, et qu'enfin la vitesse angulaire «' de la 



coulisse autour de T a pour expression 



OA SB 



Cd = W • 



r ■» ■ ■ 9 



AS TB 



On a de même 



&>—■&> 



OA^ S^ 

'a's''tb^' 



par suite 



OA SB _ OA' S'B' 
iS^ TB ■"" A^'tF' 
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d'où 

AS.TB AS' TB' 



SB S' B 



:: OA:0'A 



f k' 



Soient M, M' les points de rencontre de TO avec les 

prolongements de AB, A'B'; TN, TN', les parallèles à 

OA, OA' menées par le point T et limitées respectivement 

en N et N' aux prolongements de AB, A'B'. Les triangles 

semblables TNB, ASB donnent 

AS . TB 

TN = ; 

SB 

on a de même 

A'S'.T'B' 



TN' = 



SB' 
par suite 

TN:TN' :: oa:oa', 

ce qui exige que les points M et M' se confondent. 

Donc, en joignant le point de rencontre des directions 
des hielles à la projection de ï axe de cotation ^ on obtient 
une droite dont V intersection auec la bielle de suspension 
détermine le centre instantané de rotation de la toulisse. 

Le point T étant connu, on a pour la vitesse du point E, 

OA.TE 
w .TE=:w ~Ypj~' 

dont la composante V, parallèle à EH, est la vitesse de la 
tige. 

Si TI est la perpendiculaire abaissée du point T sur OE, 
on a 

OA.TI 

V = w • 5 

et une quatrième proportionnelle permettra de déterminer 
à chaque instant la vitesse du tiroir. 

La coulisse renv^ersée employée depuis quelques années 
pour opérer la distribution do la vapeur dans les locomo- 
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lîves présente sa convexité aux excentriques; son point 
milieu est assujetti à se déplacer dans la direction même de 
la tige du tiroir, par suite d'une disposition particulière des 
glissières. La tige du tiroir est articulée à une bielle, dont 
Pautre extrémité, munie d'un coulisseau, s^engage dans la 
coulisse où Ton peut lui faire occuper successivement dir- 
verses positions en déplaçant la bielle de relevage qui s'ar- 
ticule au coulisseau. Le rayon de la coulisse est nécessai- 
rement égal à la longueur de la ^ielle qui relie la tige du 
tiroir à la coulisse. 

Pour obtenir le centre instantané de la coulisse, il faut 
supposer sur la figure, en outre du renversement deposi- 
tion de cet organe, que le point D en est le milieu, que CD 
est perpendiculaire à la droite qu'il décrit, et que C est à 
Tinfini. Le centre instantané se trouve dès lors au point de 
rencontre de la droite MO avec la perpendiculaire en D à 
la direction de OD. 



§ IIL — Du Mouvement le plus général d'uw Système 

INVARIABLE. 



Fig, 28. 



82. La position dans Tespace d'un système invariable 
est complètement définie par celle de trois quelconques de 
ses points; de sorte que Ton est ramené à la considération 
d^un triangle mobile dans l'espace. 

Les vitesses des trois sommets ne peuvent pas être prises 

arbitrairement, elles ont 
entre elles des relations 
déterminées qu'il importe 
d'abord de connaître. 

Soient ABC, A'B'C 
(fig' 218) deux dispositions 
consécutives du triangle; 
V, V, y" les vitesses des 

7 
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trois sommets A, B, C, du triangle 5 on a 

A A' = V dt, BB' =: V dt, CC = V" du 

La projection de A'B' sur AB étant égale à AB, en négli- 
geant les quantités du second ordre, les projections de 
AA' et BB', par suite celles de V, V, sur la même direc- 
tion sont égales et de même sens. Donc lorsqu'un triangle, 
se meut dans l'espace y les projections des vitesses de deux 
sommets sur le côté adjacent sont égales entre elles et de 
même sens. 

On' peut se donner arbitrairement la vitesse V de Tun 
des sommets A-, soient Ar, k' les projections de l'extré- 
mité de la droite qui la représente sur AB, AC5 portanX 
BA = A A" sur le prolongement de AB, la vitesse du point B 
pourra être représentée par toute droite partant de ce point 
et limitée au plan mené parle point A, perpendiculairement 
a AB. Soient / la projection de l'extrémité de V sur BC, 
Ci' = B/ pris sur le prolongement de BC et CA" = Ak' porté 
sur le prolongement de AC. La vitesse V pourra être re- 
présentée par toute droite partant du point C et aboutis- 
sant à Tinterseclion des plans perpendiculaires à AC, BC 
menés par les points A" et i'. 

Cela posé, concevons que par un point o choisi arbi- 
trairement on mène les droites oa, oi, oc^ égales et paral- 
lèles à V, V, V" ; joignons le pied 7 de la perpendiculaire 
abaissée du point o sur le plan abc^ aux trois points a^ 6, c. 
Les vitesses V, V, V peuvent être considérées comme les 
résultantes de la vitesse commune oj = U, et des vitesses 
respectives a;, bj, cj\ de sorte que si Ton imprime au sys- 
tème ABC une vitesse égale et contraire à U, de manière à 
détruire c€ftte dernière, il ne pourra plus se mouvoir que 
parallèlement à un plan MN parallèle à abc\ et son mou- 
vement sera le même que celui de sa projection A''B''C", 
sur ce plan; qui reste invariable pour ce déplacement, ou 
autrement les vitesses des points A", B", C seront respec- 
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livement aj^ bj^ cj. Or nous avons vu (77) que le mouve- 
ment d'une figure invariable A''B''C" mobile dans son plan 
peut être considéré à chaque instant comme résuljtant d'une 
rotation autour d'un point O, appelé centre instantané de 
rotation. Donc le mouvement actuel de ABC sera à Tinstant 
considéré un mouvement de rotation autour de l'axe Ox 
perpendiculaire à MN ou parallèle à U^ et en restituant la 
vitesse de translation U, supprimée par la pensée pour la 
démonstration, on voit que le déplacement réel de ABC 
résulte de deux mouvements simultanés, l'un de translation 
parallèle à Ojtr, l'autre de rotation autour de cette droite, 
appelée pour cette raison axe instantané de rotation et de 
glissement . 

Si, au lieu de prendre la droite oj perpendiculaire au 
plan abc^ on l'avait prise oblique à ce .plan, la rotation au- 
rait toujours. eu lieu autour d'un axe perpendiculaire à abc^ 
mais non plus parallèle à la translation. On peut donc dire 
que le mouv^ement le plus général d'un système im^ariable 
peut être à chaque instant considéré comme résultant 
d'une translation de direction quelconque et d^une rota- 
tion autour d'un axe dont la direction reste la même quelle 
que soit celle de la translation. 

Remarque. — Si oa^ ob^ oc sont situées dans un même 
plan, la démonstration ci-dessus n'est pas en défaut, car le 
système ABC, ne pouvant alors se déplacer que parallèle- 
ment au plan aofe, peut être considéré comme tournant à 
l'instant actuel autour d'un axe instantané perpendiculaire 
à ce plan; le glissement est alors jiiil. 

Si le système invariable est assujetti à tourner autour 
d'un point fixe C, oc est nul, et l'axe instantané passant par 
le point Cest perpendiculaire au plan aob. 

2° La démonstration est réellement en défaut lorsque les 
droites oa^ ob^ oc sont parallèles entre elles. Les chemins 
élémentaires AA', BB', CÇ' sont égaux si leur direction 
n'est perpendiculaire à aucun des côtés AB, BC, AC et le 



\ 
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mouvement se réduilà une simple iranslaiîon ; mais si celte 
même direction est perpendiculaire à BC, par exemple, le 
centre instantané de cette droite mobile dans le plan 
BCB' C se trouve sur sa direction ; or on peut substituer (77) 
au point C, par exemple, un point D du système compris 
dans ce plan et extérieur à CB, *et pour lequel la vitesse 
n'est plus parallèle à BB'^ alors on rentre dans le cas exa- 
miné ci-dessus où les vitesses oa, 06, od^ sont dans un 
même plan aod. 

3° On démontrera facilement, en employant un raison- 
nement analogue à celui du n° 79, que le mouvement le 
plus général d'un système invariable se réduit à un roule- 
ment de deux surfaces réglées l'une sur l'autre, accompagné 
d'un glissement le long de la génératrice de contact. 

83. Le mouvement d'un système invariable autour d'un 
point fixe se ramène évidemment à celui d'une figure sphé- 
rique sur la sphère ayant ce point pour centre, cas pour 
lequel la démonstration relative aux mouvements plans est 
applicable, en remplaçant les droites par des arcs de grand 
cercle 5 et Ton arrive ainsi à la détermination d'un pôle 
instantané de rotation qui, joint au point fixe, détermine 
l'axe intantané de rotation (*). 

Pour montrer l'utilité de cette dernière considération, 
nous prendrons pour exemple le joint universel^ imaginé 
par Cardan, qui a pour objet de transformer un mouvement 
de rotation autour d'un axe en un mouvement autour d'un 
autre axe qui rencontre le précédent*, les arbres correspon- 
dant à ces deux axes se 'terminent chacun Jiar une four- 
chette; dans les branches de ces fourchettes viennent s'en- 
gager des tourillons, dont le système invariable. forme une 



( * ) La découverte du pôle instantané de rotation est due à Euler. Elle a 
précédé celle du centre instantané de rotation des figures planes mobiles 
dans leur plan, à laquelle cependant elle a dû naturellement conduire en 
conaidérant le plan comme une sphère d'un rayon infini. 
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Fig. 29. 
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sorte de croix à branches rectangulaires égales entre elles. 
Les extrémités de chaque tourillon décrivent ainsi une cir- 
conférence de cercle perpendiculaire à son axe de rotation 5 
le centre du croisillon coïncide avec celui des deux circon- 
férences, et avec celui de la sphère qu'elles déterminent et 
sur laquelle les deux branches du croisillon interceptent 
un arc de grand cercle égal à un quadrant. Soient A A' 
[fiS' ^9) l'intersection des plans des deux circonférences-, 

BB' le quadrant mobile dont on 
vient de parler; A Tangle diè- 
dre BAA'B'; N l'intersection 
des arcs de grands cercles per- 
pendiculaires enB, B' aux arcs 
AB, AB'; a, ex! les angles cor- 
respondant aux arcs AB, AB' ; 
ON sera l'axe instantané de 
rotation. Appelant Oi),ûi)' les vi- 
tesses angulaires au tour des deux axes, et remarquant que les 
distances de B, B' à ON sont proportionnelles aux sinus des 
arcs BN,'B'N, il vient par les propriétés des triangles sphé- 
riques 

w^ _ sinJETN _ sin NBB' __ ces B' BA 
w "" "sinBN ~~ sin NB' B ~" cosBB'A ' 

Or le triangle BAB' donne, en appelant B et B' les angles 
dièdres correspondant aux sommets B et B' dans le triangle 
sphérique B'BA, 




d'où 



ces a' = sin a CCS B, ces a = sin «' ces B' , 



cosB 



sin cl' ces -a' 



ces B' 
On a d'ailleurs 

par suite 



Oi> sm 2 a 

et — = -; 

sin a ces a &> sin 2 a 



tang a tang a' = — > 

cos A 

— cos A ( î -H cot'a) 






cos' A -+- cot'a 
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La transmission n'est plus possible lorsque A ^ 90**, ce 
qui est évident d'après sa nature même. 
En differentiant (i), on a 



doL 



d<^' 



dt sin 2 a 



dt sin 2 a 



et comme w = 



doi , 

— -> 0)'== 
dt 



dt 



o>> 



&> 



sm2a 



sm 2 a 



■7' 




ce qui est conforme au résultat obtenu plus haut d'une au- 
tre manière. 

84. Construire la tangente à la courbe décrite par un 
point D (Tun système invariable (fig- 3o) dont deux points 

A e^ B sont assiyettis à parcourir 
^deux courbes fixes AH, BK, et 
dont un troisième point C reste 
constamment sur une surface don^ 
née. ' ' 

Il est évident que pour chaque 
position du point A, celle du té- 
traèdre ABCD, et par suite celle 
du point D, est complètement déterminée. 

Nous supposerons que les constructions suivantes sont 
exécutées en projection sur deux plans rectangulaires. 

. Prenons, à partir du point A, sur la tàùgente en ce point 
à la courbe AH une longueur arbitraire AV qui en mesu- 
rera la vitesse, et dont la projection sur AB est représentée 
par A^'. Portant sur AB prolongé et à partir du point B la 
longueur B^»' = Af^, et Tinterseclion de la tangente en B à 
la courbe BK, avec le plan mené en i'' perpendiculairement 
à AB, déterminera la vitesse BV du point B. Soient iv, u' 
les projections des points V, \" sur AC, BC ; C%v", Cm'' des 
longueurs respectivement égales à Aw, Bm', portées à par- 
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lir du point C sur les prolongements de AC et BC. Les 
plans menés en w^\ u'' perpendiculairement à ces dernières 
droites, et le plan langent en C à la surface directrice, se 
couperont en un point V, et CV'^ représentera la vitesse 
du point C en grandeur et en direction. I/axe instantané 
de rotation et de glissement se construira ainsi qu'on Ta 
vu plus haut (82), et l'on obtiendra en même temps la vi- 
tesse de glissement et la vitesse angulaire instantanée; on 
déterminera facilement, par suite, la vitesse du point D. 

§ IV. — Composition des Translations, des Rotations. 

85. Composition des translations, — 11 est clair que si 
un solide est animé de plusieurs translations simultanées^ 
la vitesse, dans la translation résultante, est la résultante des 
vitesses composantes, et l'accélération dans le mouvement 
résultant est la résultante des accélérations partielles. 

86. Composition des rotations autour d!axes parai- 
lèles, — Considérons un système invariable mobile autour 
d'un axe qui tourne lui-même autour d'un axe parallèle 
fixe dans l'espace. Le mouvement résultant comme les mou- 
vements composants étant parallèles à tout plan perpendi- 
culaire à la direction des axes, on est ramené à étudier le 
déplacement d'une figure plane mobile dans son plan tour- 
nant autour de l'un de ses points, et autour d'un autre 
point fixe sur le plan. 

Soient O, O' [fig, 3i ) le centre mobile et le centre fixe 5 
Fig, 3, c«), 0)' les vitesses angulaires corres- 

pondantes, que nous supposerons de 
même sens, de gauche à droite par 
exemple. 

Tout point m de la ligne 00' sera 
auiméde deux vitesses a).Om,a)'.0'm 
de sons contraires, et il est clair 
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t 

qu'il existera une position de ce point pour laquelle ou 
aura &).Om = co'.O'm, et qui sera le centre instantané de 
rotation à l'instant considéré. Si ii est la vitesse angulaire 
instantanée, on a, en égalant entre elles les deux expres- 
sions de la vitesse du point O, 

o/xOO' = a.Om, 
d'où 

Enfin on a 

a:fc>:w'::00':0'/?i:0//i. 

Donc deux rotations autour d' axes parallèles de même 
sens se composent en une seule égale à leur somme, et dont 
Paxe, parallèle aux deux autres et situé dans leur plan, 
dii^ise la distance de ces derniers en raison ins^erse des ro^ 
talions correspondantes. 

Supposons maintenant que les deux rotations soient de 
sens contraires, par exemple que o) supérieur à co' ait lieu 
de la gauche vers la droite, w' de la droite vers la gauche. 
Il y aura en général sur le prolongement de 00' à gauche de 
O un point wpour lequel on aura w.Om = w'.O'mj et si 
Il est la vitesse angulaire instantanée autour de m, on aura 
fî.Ow = w'. 0'/7i, d'où 

Si c«) = ot>', Om est infini et €i nulle; il n'y a plus dans ce 
cas de centre instantané. Mais alors le mouvement se réduit 
à une simple translation*, car soient n un point de la figure, 
np = (ù.O n^ ng = (ù\0'n ses vitesses autour de O, O', 
ns la résultante de ces vitesses; les triangles 0«0', pns 
étant semblables, ns est perpendiculaire à OO' et égale à la 
quantité constante co.OO'. 

Donc deux rotations de sens contraire autour d'axes 
parallèles se composent en une seule égale à leur diffé- 
rence, dont l'axe, parallèle aux précédents et situé dans 
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ieur plarty se troui^e en dehors de V intervalle qui les sépare. 
Les distances de F axe résultant aux deux autres sont en 
raison inv^erse des rotations correspondant à ces derniers. 
Si les deux vitesses angulaires composantes sont égales ^ 
le mouvement se réduit à une. translation perpendiculaire 
au plan des axes et égale au produit de leur distance par 
la vitesse angulaire commune. 

87. Il est facile maintenant ^de composer entre elles des 
rotations parallèles en nombre quelconque. On considérera 
leur ensemble comme formant deux groupes pour cbacun 
desquels les rotations seront de même sens, les rotations 
de l'un étant de sens contraire à celles de l'autre. ' 

Considérons l'un de ces groupes ; on composera deux des 
rotations qui en font partie, co, o)' en une seule où^= w-4- w' 
d'après la première règle établie au n° 86, puis w^ avec 
une troisième co" en une seule w, = coi H- a)''= w -f- a)'-|- w'^, 
et ainsi de suite. On arrivera ainsi à une rotation finale H, 
égale à la somme co -h w' -j- w'' . . . des composantes. Soit 
D/ la résultante des rotations du second groupe ; si il est 
différent de fi', ces deux rotations se composeront en une 
seule, égale à leur différence ou à la somme algébrique des 
rotations proposées. 

Mais si fl = il\ ou si la somme ci-dessus est nulle, le 
mouvement se réduit à une simple translation. 

Il est clair, d'ailleurs, d'après la nature même de la ques- 
tion, que l'on doit arriver au même résultat, quel que soit 
l'ordre adopté dans la composition. 

On conçoit facilement comment on peut décomposer une 
relation en deux autres autour d'axes parallèles au premier 
et compris dans un même plan avec lui ] selon la position 
rotative des axes, les rotations composantes seront de même 
sens ou de sens contraire. Ce problème est complètement 
déterminé. 

On ne peut de même décomposer que d'une seule ma- 
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uièrc une rotation en trois autres autour d'axes parallèles 
au sien. Soient, en effet, A, B, C [Jig* Sa), les traces de 

ces trois axes sur un plan perpendicu* 
laire à leur direction -, O la trace 4,e l'axe 
de la rotation donnée où. Nous suppose- 
rons, par exemple, que le point O se 
trouve dans l'intérieur du triangle ABC. . 
Joignons le point B au point O et prolon- 
geons la droite BO jusqu'au point I où elle coupe AC; on 
arrivera au résultat cherché en décomposant la rotation co en 

deux autres, Tune co, = co. ■-- autour de l'axé B, l'autre 

BI 

0),— autour d'un axe projeté en I, et cette dernière en 

deux autres 0t)8 , 0)3 , autour des axes A et C. 

Cette décomposition est unique, car il faut que la résul- 
tante de Où,, oos passe par le point I, pour que, composées avec 
oi)i, elles donnent où. 

On remarquera que 

w, : w : : 01 : BI : : triangle AOB : triangle ABC. 

C'est-à-dire que si taire du triangle ayant pour sommets 
les trois traces des axes des rotations composantes repré- 
sente la rotation totale^ chaque rotation partielle est re- 
présentée par taire du triangle déterminé par le côté du 
triangle ci-dessus, opposé à la trace de son axe, et par 
la trace de taxe de la rotation totale. 

Le problème est indéterminé si le nombre des rotations 
partielles surpasse trois. Supposons, parexemple, qu'il y en 
ait quatre et que D soit la trace du quatrième axe. Je décom- 
pose la rotation où en deux autres, Tune 0Ù4 autour de Taxe 
D , l'autre où' autour d'un autre axe projeté en un point 
quelconque J de OD; puis je décompose la rotation &)' en 
trois autres autour des trois centres A, B, C. Cettedernière 
décomposition est unique 5 mais comme J peut être choisi 
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arbitrairement, on peut faire varier comme on Tentend les 
rotations partielles. 

88. Composition dune rotation et d'une translation 
perpendiculaire à son axe. 

Nous continuerons toujours à raisonner sur les projec- 
tions faites sur un plan perpendiculaire à Taxe. 

Soient Om {Jig» 3i, p. io3) la perpendiculaire abaissée 
d'un centre O sur la direction de la translation dont je re- 
présente la vitesse par Y. Il y aune portion de cette droite 
à gauche ou à droite du point O, pour les points de laquelle 
les vitesses, respectivement dues à la rotation et à la transla- 
tion, sont de sens opposés, et Ton peut trouver par suite 
sur cette portion un point m pour lequel la vitesse résul- 
tante sera nulle. Ce point, déterminé par la relation 



V = «.0/w, d'où 



6> 



est le centre instantané de rotation. La vitesse angulaire' 
autour du point m sera d'ailleurs w, puisque la vitesse de 
translation de O, c'est-à-dire sa vitesse rolatoire autour de 
m, est représentée par V. On déduit de là une règle très- 
simple pour composer une translation et une rotation. 

89. Connaissant la vitesse^ dun point O dun système 
inv^ariable {fig* 33), la grandeur et la direction delà 

rotation w autour de ce point, trouver 
la position de taxe instantané de ro- 
tation et de glissement. 

Décomposons la vitesse V en deux au- 
tres TJ, W dirigées respectivement sui- 
vant Taxe de rotation OA et la perpendi- 
culaire à cet axe située dans le plan qu'il 
détermine avec V. La rotation o) et la translation W se 
composent en une rotation. autour d'un axe parallèle à OA, 
rencontrant la perpendiculaire en O à OA et W, en un 



Fig. 33. 




108 TRAITÉ 

point O', d'un côté ou de l'autre de leur plan, selon le sens 
de 0). La position de ce point est déterminée par la relation 

«XOO'=W, 

et Pon aura finalement une rotation o) autour de O'A' 
accompagnée d'une translation parallèle à cet axe. 

90. Composition des rotations autour d'axes concou^ 
rants, — Considérons un corps solide animé d'un mouve- 
ment de rotation autour de l'a^e mB (^g- 3» p. ' a), tournant 
lui-même autour de la droite mC qui le rencontre en m. 
Supposons que ces deux mouvements de rotation dont nous 
représenterons par w', co les vitesses angulaires, aient lieu 
dans le même sens, de la droite vers la gauche, par exem- 
ple, pour l'observateur couché suivant mB, mC, en ayant 
les pieds en m. Chaque point /p de l'angle BmC dont pj\ ph 
sont les distances aux axes AC, AB, est animé de deux vi- 
tesses de sens contraire (^.pj, tJ ,ph^ et si w./?/ = d/ .ph^ te 
point restera fixe. Or, d'après le théorème de Varignon (67), 
tous les points de la résultante m D des longueurs niC = w, 
m B = w' considérées conjme des accélérations, jouissent de 
la propriété précédente. D'où il suit que les deux rotations 
simultanées ci-dessus se réduisent à une rotation unique 
autour de mD. Soient À la rotation résullanie, //, li les 
perpendiculaires abaissées d'un point /de niB sur mC et 
mD. On a, en égalant les deux expressions de la vitesse du 
point /, 

il . /i = w' /y, 

d'où il suit que iî est représentée en grandeur par la dia- 
gonale m D. 

Ainsi deux rotations simultanées et en général un nombre 
quelconque de rotations simultanées autour d'axes concou- 
rants se composent absolument comme des vitesses. On 
pourra aussi considérer une rotation comme la résultante 
de plusieurs autres que l'on déterminera en suivant la 
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marclie que nous avons indiquée pour ]a décomposition des 
vitesses. 

91 . Compositions de rotations autour d'axes ayant des 
directions quelconques^ 

Soient w,w', 0)'^^. . . les vitesses angulaires correspondant 
à des rotations simultanées d'un système invariable autour 
d'axes A, A', A'', . . . dont les direction s sont d^ailleurs quel- 
conques. Chaque rotation peut être considérée comme ré- 
sultant d'une même rotation autour d'un axe parallèle pas- 
sant par un point O du système choisi arbitrairement et 
d'une translation perpendiculaire au plan des deux axes, 
dont la grandeur et la direction sont déterminées. Ou est 
alors ramené à composer les rotations qui ont lieu autour 
d'axes passant par un même point O, ainsi que les transla- 
tions. Le mouvement se réduit donc à une simple rotation 
accompagnée d'une translation. Il est/aciledès lors, comme 
on l'a vu plus haut, de trouver la position de Taxe instan- 
tané de rotation et de glissement. Considérant en particulier 
le cas de deux rotations oi), o)', transportons-les parallèle- 
ment à elles-mêmes en un point O de la plus courte dis- 
tance p de leurs axes ou de son prolongement selon le sens 
des rotations; pour fixer les idées, nous ferons la première 
hypothèse. Soient ret r' les distancesdu point O à ces axes, 
j3, (3' les angles formés par w, w' avec la rotation résultante 
II. Cette rotation sera accompagnée de translations o)/*, w'r' 
respectivement perpendiculaires à w, &>' et comprises dans 
leur plan, et qui donnent les composantes 

wrsin p-hw'r'sin p', wrcosP — w'r'cos p', 

respectivement parallèle et perpendiculaire à fl. En choi- 
sissant* le point O de manière que 

r w'cosp' 

~T ^^ û"' 

r 0) cos p 
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il déterminera complètement la position de Taxe instanlanë 
de rotation et de glissement. 

Quant au glissement, il sera exprimé par 

w rsin p H- w' r' sin p' = w sin p ( r 4- r') =: w sin p yj>, 

attendu que 

w sin p=r w' sin p'. 

92. Projections de la vitesse résultant de la rotation 
instantanée sur trois axes rectangulaires fixes. — On peut 
supposer' Forigine placée en un point de Taxe instantané de 
rotation et de glissement. 

Soient n, p, q les composantes de o) suivant Ox, O^, 
Oz, dont le sens est de la gauche vers la droite pour l'ob- 
servateur couché successivement suivant ces trois axes en 
ayant les pieds en O. ^ ^ 

On reconnaît facilement que la rotation q donne les com- 
posantesde la viteisse-T-i/j" suivant Ox, <}rxsuivantOj)^5que n 
donne les composantes ny^ — nz suivant Oz el O7; et 
qu'enfin la vitesse résultant de p, estimée suivant Or, Oor, 
a respectivement pour expressions — px^ -i-pz. 

Les composantes de la vitesse sont donc enfin 

pz — qy suivant Ox, 
q.x — nz ,» Of , 

ny — px »» Oz. 

93. Relations entre les composantes de la rotation in- 
stantanée dans le mouvement d^un système inv^ariable au- 
tour d'un point fixe y estimées suiyant trois axes rectangu- 
laires passant par ce point et faisant partie du système : 
et i^ les composantes de la même rota/ion estimées suivant 
trois axes fixes rectangulaires de même origine^ 2*^ les 
angles qui déterminent la position des axes mobiles par 
rapport aux axes fixes. 

Les formules que nous allons établir sont indispensa- 
bles dans l'étude du mouvement d'un corps solide. 
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i« Soient O je point fixe (fig. 34) ', OX, OY, OZ les 
trois axes rectangulaires fixes 5 Ox, Oy, Oz les axes mo- 
biles 5 n, p, <7 les composantes sui- 
vant ces derniers de la rotation in- 
stantanée^ v,C), ;^les mêmes compo- 
santes relatives aux axes fixes; OA 
la trace du plan xOy sur le plan 
XOY; Q l'angle formé par ces plans 
ou par les droites OZ, Oz*^ q>, ^les 
angles formés par OA avec OX, 
Ox\ OB, OC les perpendiculaires 
en O à OA dans les plans ^Oy, XOY. Les angles 0, cp, ^ 
suffisent pour déterminer la position des axes mobiles par 
rapport aux axes fixes. 

On reconnaît facilement que les rotations v, us sont équi- 
valentes aux deux suivantes respectivement parallèles à 
OA, OC, 

V ces ç -h C7 sin ç . . . . O A , 
— V sin y -j- tj ces y .... OC. 

On remarquera que les quatre droites OB, OC, OZ, Oz 
sont situées dans un même plan perpendiculaire à OA, et 
que Tangle BOC est égal à 9. La composante ci-dessus, pa- 
rallèle à OC, peut être considérée comme la résultante de 
ces deux autres, respectivement parallèles à O^ et OB, 

— ( — V sin y -h w ces y ) sin .... O z, 
( — V sin <p -i- cj cos (j>) ces . . . GB. 

La rotation ^ donne les composantes 

/ cos ô suivant'O z 
;^sin0 » OB. 

Enfin, on voit immédiatement que les composantes suivant 
OAetOB sont équivalentes aux suivantes, estimées parallè- 
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lemenlàOjc, Oji 

(vcos<p-hnTsiny)cosT|; — 1( — v8in<j)-hCTCOS(j))cosO-4-xsin0}sin\|/, 

(vcos9-hnisinç)sin\j;+ j( — vsincp -h'cTCos<j))cos9-hxs"^®|c^s>j/. 

En exprimant que les composantes suivant O.r, Oj^, Oz 
sont respectivement égales à w, p, q^ il vient 

/î = V (ces çcos xp -+■ sin «p sin ^ ces 0) 

H- cj (sin ff ces 1^ — ces ç sin ^p cos ô ) — x *^" ® *^" ^'t 
J I ) ^ ^ = V (cos (j) sin rj/ — sin ^ cos >(; cos ô ) 

H- CI (sin (psin^p -h coscpcosip cos ô)-!-^*^^ Ocosrj*, 
^ = V sin (p sin — u cos ^ sin -}- ^ cos 0. 

2° Le (Replacement des axes Ojr, Oj^, Oz, par rapport à 
OX, OY, OZ peut être considérée comme s'effectuant en 

vertu des rotations —-» -p? -7- autour de OA, OZ, Oz. de 

dt dt dt 97 5 

la gauche vers la droite pour l'observateur couché successi- 
vement suivant ces trois directions en ayant les pieds 
en O. 

La rotation -~ peut être considérée comme la résultante 

des deux suivantes : 

-^ sin parallèle à OB , 

d<a 

—r COS0 » à 0«, 

dt 

et il vient, en appelant r, s les composantes de la rotation 
suivant OA, OB, 

dt , 

(2) / ^ = --1 Sin 0, 

^ ' ^ dt 



d'I do 



et enfin 
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dQ d^ 

n = r cos i|» — f sin AJi =1 -r- cos ^ — —• sin sin il;, 

dt . dt 



I dB . do 

(3) \ pz^rsin-^ -hs cos ^}* = — sin ij; -f- --ri- sin ô cos 4», 

d^ //«p 

7 = -~-r-l-~ cos9. 
^ dt dt 



§ V.— De I-'AcCÉLéRATIOJS aiïgulâihe. 

94. Z?e r accélération angulaire, — Dans le mouvement 
le plua général d'un corps solide (82), l'axe instantané de 
rotation et de glissement, ou tout autre payant par un point 
quelconque entraîné dans le mouvement du corps, change 
à chaque instant de position et sa vitesse angulaire varie en 
grandeur. Soient OA, OA' deux parallèles, menées par un 
même point O à deux positions consécutives de cet axe; ct), 
iù'\-dtù les vitesses angulaires correspondantes; prenant 
0A= w, OA'= 0)4- ^co, la rotation autour deOA' pourra 
être considérée comme la résistante de ia rotation ot) autouf' 
de OA et d'une rotation égale à A A' autour d'une parallèle 
à cette dernière droite. Cet accroissement géométrique, 
relatif au temps dt^ de la rotation co, est ce que Ton appelle 
V accélération angulaire élémentaire du système à Tinstatil 
considéré; V accélération angulaire finie est représentée 
par la même longueur A A' rapportée à l'unité dé tempe ou 

AA' 

par«=^— . 

On reconnaîtra, en se reportant aux n®* 43 el 51, que 
les accélérations angulaires simultanées se «composent 
comme les accélérations linéaires, et que le déplacement 
angulaire correspondant relatif à l'élément de temps dt 
est égal à la moitié du produit de Taecélération angulaire 

par le carré de cet élément, ou à -adt*^ 

8 
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L'accélération angulaire totale -^ peut être considérée 

comme la résultante de Y accélération angulaire estimée 

suivantT axe instantané, --j-y et de l'accélération normale à 

dt 

cet axe, w -r-> dî. étant Tangle formé par deux positions con- 
sécutives du même axe. 

Si Taxe instantané de rotation reste parallèle à lui-même, 

l'accélération angulaire se réduit à l'accélération — sui- 
vant sa direction. 

On peut décomposer l'accélération angulaire en trois au- 
tres suivant trois axes rectangulaires fixes, et (30 et 36) 
chaque composante est la dérivée, par rapport au temps, 
de la composante correspondante de la rotation instan- 
tanée. 

95. Projections de V accélération due à l'accélération 
angulaire sur trois axes rectangulaires fixes >, — On peut 
supposer Torigine placée en un point de la direction de 
l'accélération angulaire. 

En se reportant aux notations du n® 92, les trois compo- 
santes de l'accélération angulaire suivant Ox, Oy, 0^, sont 

dn dp dq -.^ a i i a .. i 

-T-> -T-^ -!"> et Ion reconnaît de la même manière que les 
dt dt dt , ^ 

composantes cherchées sont 

« ~- — r — suivant Oj?, 
dt -^ dt 

dq dn . ^ /v 

X -r- — 2 -r smvant O r, 
dt dt -^ 

dn dp _ 

r — x-~ suivant Oz. 

'^ dt dt 

96. La composante de V accélération angulaire suivant 
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un axe entraîné dans le moui^ement du système invariable 
est la dérhée par rapport au temps de la même compo- 
sante de la rotation instantanée, 

Soient OB la droite qui représente en grandeur et en di- 
rection la rotation instantanée; OA, OÂ' les projections de 
OB sur les deux positions consécutives correspondantes de 
Taxe mobile. L'angle BOA étant égal à BOA^ il s^ensuit 
queOA'=OA. 

Si donc p est la projection de « sur la droite OA ou sur 
OA', p-^ dp celle dew-f-rfw sur OA', la composante de 

l*accélératioa angulaire suivant OA' ou OA est -j-? ce qui 

est conforme à l'énoncé, 

97. Relations entre les composantes de r accélération 
angulaire dans le mous^ement d'un système inv^ariable au* 
tour et un point Jixe^ estimées suivant trois axes rectan^ 
gulaires passant par ce point et faisant partie du système^ 
et les composantes de la même rotation estimées suivant 
trois axes fixes rectangulaires ayant la même origine. 

En se reportant aux notations du n^ 93, et en opérant de 
la même manière, on a, d'après le numéro précédent : 



dn dv , , • . ' ^\ 

— = — - (cos c> cos iL -f- sin cp sin ^ cos w) 
dt dt^ ^ ^ 

H — ^ (sin <p cos il — cos «p sin>L cos 9) — sin sin tI, 

dt dt 

dp dit , . , . I /i\ 

-=- = — { cos • sm ip — sm « cos ^ cos 9) 
dt dt^ ^ ^ ^ ^ 

H — ^ (sin © sin 4/ -h cos <p cos i{/ cos 9 ) -f- -p sin 9 cos it, 
dt ' dt 

dq d-if , . ^ dvs - a . ^X a 

— = — sin 9 sm 9 r- cos ©sm 9.-f- ~ cos 9. 

dt dt ' dt ^ dt 



8. 
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§ VI. — Applications DE la Composition des Rotations. 

• • ' 

98. Les applications de la composition des rotations et 
des translations sont très-nombreuses; nous aurons sou- 
vent l'occasion d'apprécier l'utilité de cette partie de la 
Cinématique. C'est pourquoi nous nous bornerons ici à 
traiter deux questions qui se rattachent directement à la 
théorie que nous venons d'exposer. 

Dans certaines machines oscillantes des bateaux à vapeur, 
la distribution s'opère à l'aide de deux tiroirs adaptés laté- 
ralement au cylindre. La tige de chaque tiroir s'articule à 
l'extrémité d'un levier oblique par rapport à la direction 
du mouvement du cylindre. Ce levier tourne autour d'un 
axe fixé au cylindre et parallèle à la direction de l'arbre 
moteur ; l'autre extrémité de ce levier s engage dans une 
coulisse circulaire dont la concavité est tournée vers le 
bas, et dont le plan est perpendiculaire à l'arbre moteur 
qui lui imprime, à l'aide d'un excentrique, un mouvement 
vertical alternatif. ^ 

Si l'on examine le mouvement du levier en projection 
sur le plan de la coulisse, on reconnaît que l'un de ses 
points, celui où il est traversé par son axe, est animé du 
mouvement du cylindre; que son extrémité engagée dans 
la coulisse participe au mouvement connu de cet organe 
et possède, en outre, suivant la coulisse, une vitesse re- 
lative de direction déterminée, dont on peut se proposer 
de trouver la grandeur, ainsi que celle de la vitesse relative 
du tiroir, etc. ; on est conduit ainsi à se poser le problème 
suivant : 

Troux^er le centre instantané de rotation d'une figure 
invariable dont un point décrit d'un mouv^ement connu 
une courbe fixe, et dont un autre point est assujetti à 
glisser sur une autre courbe qui se déplace suivant une loi 
donnée, — Soient ajS, yd (fig* 35) la courbe fixe et la 
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courbe mobile ; A, B les deux points du système qui les 
décrivent; V ia vitesse donnée du point A; Via vitesse 
^'^s- 35. ^ supposée connue du point de 

yd qui coïncide actuellement 
avec le point B; iv la vitesse 
relative inconnue de B suivant 
yd; la vitesse absolue de B 
est la résultante de V et w. 
Le centre instantané cherché 
se trouve sur la normale au 
point A de a|3 ; pour achever de le déterminer, concevons 
que Ton imprime à tout le système une vitesse égale et con- 
traire à Y'5 la vitesse U du point A sera la résultante de V 
et V; le point B ne possédera plus que la vitesse relative 
w, et le centre instantané S' se trouvera au poii>t de ren- 
contre de la normale en B à yd et de la perpendiculaire en A 
à ja vitesse U; enfin la vitesse angulaire autour de S' sera 

S'A ' 
d'où 

Pour avoir la position du véritable centre instantané, il 
faut concevoir que Ton imprime à tout le système une 
translation représentée par la vitesse Y'. Ce centre étant si- 
tué sur la perpendiculaire abaissée du point S' sur la direc- 
tion de V, se trouve par suite à l'intersection S de cette 
droite avec la normale en A à aj3. 

En revenant à la machine oscillante, la vitesse relative 
angulaire de AB autour du point A, par rapport au cy^ 
lindre, laquelle donne la loi du mouvement relatif du tiroir, 
est évidemment ci), puisque A devient le centre instantané 
en imprimant à tout le système une vitesse translatoire égale 
et contraire à V, qui n'altère en aucune façon la rotation 
instantanée. 
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99. Du glissement aux points de jonction des systèmes 
articulés, — Soient AB, BC deux pièces articulées mobiles 
dans leur plan, faisant partie d'un système quelconque; 
B le centre de Tarticulalion ; S, S' les centres instantanés 
de ces deux pièces, situés sur la normale à Télémcnt décrit 
par le point B; co, co' les vitesses angulaires correspondantes. 

Concevons que Ton imprime à tout le système une rota« 
tion égale et contraire à celle de AB; le point B deviendra 
le centre instantané, et la vitesse angulaire correspondante 
sera a) — «' ou w -+- w', selon que les centres S, S' se trouve- 
ront d'un même côté du point B ou de part et d'autre de 
ce point. Si p est le rayon du tourillon qui forme Tarticu- 
lation en ee point, le glissement élémentaire sera p (cd q= t^l) dt 
et le glissement total pour un certain déplacement fini, 

se déterminera, si Ton veut, par une quadrature. 

Prenons pour exemple l'articulation du système de bielle 
et manivelle du n*' 81 (fig- 24, p. 86). La vitesse angu- 
laire instantanée de la bielle autour de S étant 



OA AK 

SA AB 



on a pour le glissement élémentaire, 



p(«_«')rf/ = p(._^)„rf, = p(,-^\rfa, 



♦;t comme Alv = UA -7-7- = — — ? il vient 

cosABO / pi 

I — — sin'a 
reosa 

M ' — 



I 

v 



i 



I / I sin^ a 
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Si Ton néglige le carré de j? on a 



p ( I — - cosa j doL^ 



et pour leglissement relalif au parcours de Fangle a 



P 



la — r sm a 1 



On trouverait, par le me me. procédé, le gliftsenicnt des ar- 
ticulations du parallélogramme de Watt, etc. 

§ VII. Du ROULEMEI^T ET DU GlISSEMENX DES CoRPS 

SOLIDES. 

iOO. L'étude du mouvement relatif de deux corps solides 
mobiles (S) et (S') dont les surfaces sont assujetties à rester 
constamment en contact par un ou plusieurs points, se ra- 
mène immédiatement au cas où Tuii des deux corps est 
fi^e. Il suffit en effet de concevoir que Ton imprime à leur 
ensemble une rotation et une translation précisément égales 
et contraires à celles qui constituent le nioiivement de l'un 
d'eux, (S^) par exemple, qui se trouve ainsi ramené au 
repos» 

La composition des rotations et des translations permet- 
tra facilement de trouver la position Ox de Taxe instantané 
de rotation et de glissement de (S) dans son mouvement 
résultant, ainsi que la rotation 6> et le glissement u qui lui 
correspondent. 

Fig. 36. ^ Soient à un instant donné (fig> 36), h 

Tun des points de contact des deux surfaces; 
r = il la perpendiculaire abaissée dé ce 
point sur la direction de Ox* La rotation &> 
peut être considérée comme la résultante 
d'une rotation égale autour d*un axeéX parallèle à Ox 
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passant par le poiut by et d'une translation tùr perpendicu* 
laire au plan X£I dont on obtient facilement le sens, et il 
Jaut et il suffit pour que les surfaces (S) et (S') se tou- 
chent au bout du temps dt en un point de (S') infiniment 
"voisin de £, que la résultante \i des translations u et tùr 
soit située dans le plan tangent commun en b. 

Dans le cas où la rotation instantanée autour de Ox 
n'est pas accompagnée d'un glissement le long de cet axe, 
la translation Use réduit à cornet alors la normale commune 
aux deux surfaces en chaque «point de contact rencontre 
l'axe instantané. 

101. Du moui^ement de glissement , — Si la rotation w 
est constammentnulle^'le corps (S) est animé d'un mouve- 
ment de translation, et les plans tangents aux surfaces, me- 
XLé$ aux différents points où elles se touchent au même 
instant, doivent nécessairement être parallèles à la direc- 
tion de la vitesse u = \] dans ce mouvement. 

L'élément de la surface (S) correspondant à chaque 
point dç coAtact viendra successivement coïncider avec 
des éléments distincts et consécutifs. de la surface de (S') , 
et le corp3 (S) glisse sur (S'), ou il est animé d'un mouise- 
ment de glissement, par rappoipt à ce dernier corps. 

Le glissement élémentaire sera représenté par Udt^ et le 
glissement total correspondant à Vintervalle compris entre 

les temps écoulés /©? ^^ P^'* / Vdt, 

Si la rotation (à n'est nulle qu'à un instant déterminé, 
le mouvement de (S) se réduit, pour cet instant, à un glis- 
sement élémentaire sur (S'). 

102. Du mou\fement de roulement, — ► Lorsque la rota- 
tion 0) n'est pas nulle, la translation U a en général des 
valeurs dilTérentesr pour tous les points de contact. Admet- 
tons que, pour les positions successives de Tun b de ces 
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points (fig. 36, p. 119) la translation U soit constamment 
nulle, ce qui exige que u = o et que 0.t coïncide avec iX, 
car les composantes u et tùràe U sont rectangulaires. 

Soient c' le point de (S') où a lieu le contact au bout du 
temps dt^ c le point correspondant de (S), le chemin ce' 
décrit par c pour aller de c en c' est un arc de cercle per- 
pendiculaire à iX et dont le centre est situé sur cet axe. 

Les plans tangents suivant bc, bc' ou les éléments su- 
perficiels distincts correspondants, succédant, sur les deux 
surfaces, au plan tangent ou à l'élément superficiel com- 
mun en i, viennent ainsi se mettre en contact, sans glisse- 
ment, au bout du temps dt •, en d'autres termes, les éléments 
consécutifs de la première surface viennent successivement 
se mettre en contact avec des éléments consécutifs de la se- 
conde. Le corps (S) roule ainsi sur (S') ou est animé d'un 
moui^ement de roulement par rapport à ce dernier' pour les 
points de contact qui se succèdent d'une manière continue 
à partir du point b. Les points de contact successifs pour 
lesquels il y a roulement déterminent sur les deux sur- 
faces deux courbes roulant l'une sur l'autre, et qui seront 
pour nous deux courbes de roulement correspondantes 
tracées respectwement sur les surfaces (S) et (S^). 

Si, pour le point i, U n'est nulle qu'à un instant déter- 
miné, le mouvement de (S) se réduit, relativement à ce 
point, à un mouv^ement de roulement élémentaire pendant 
le temps dt^ et les plans normaux aux trajectoires dé- 
crites par les différents points du corps (S), correspon- 
dant au même instant ^ passent tous par Taxe instantané 
de rotation &X. 

On remarquera que, pour qu'il y ait roulement, il fau- 
dra en général que la direction de iX ne soit pas normale 
aux surfaces 5 car autrement (S) tournerait autour de cette 
normale, et le point de contact ne se déplacerait point. Un 
seul cas d'exception peut se présenter : c'est lorsque les 
deux surfaces étant à courbures opposées, le plan tangent 
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les coupe suivant des courbçs tangentes l'une à l'autre^ 
c'est ce que nous examinerons plus tard. 

103. Du moui^ement le plus général dun corps solide 
dont, la surface reste constamment en contact par un ou 
plusieurs points av^ec la surface d*un autre corps. — Dans 
le cas général où la rotation co autour de £X, ainsi que la 
translation U, ne sont pas nulles, on peut supposer que les 
deux mouvements correspondants s'exécutent successive- 
ment indépendamment Tun de Tautre. D'où il suit que le 
mouvement de (S), en chacun de ses points de contact 
avec (S'), se composera généralement d'un mouvement de 
glissement mesuré dans le temps dt par le produit Vidt^ ac- 
compagné d'un mouvement de roulement dont la nature 
est complètement définie par la grandeur, le sens et la di- 
rection d,e l'axe de la rotation instantanée co. 

La vitesse, et par conséquent le déplacement élémentaire 
du point de contact, se déterminera en composant la vitesse 
de glissement avec la vitesse du point de contact obtenue 
en considérant isolément le roulement, vitesse que noits 
apprendrons plus tard à déterminer. 

Comme nous Tavons fait remarquer plus haut, la trans- 
lation U, qui mesure le glissement, sera en général diiïéren te 
d'un point de contact b à un autre point de contact con- 
temporain il 5 et l'on voit facilement que le glissement ne 
sera le même pour les points b et b^ qu autant qu^ils je- 
ront situés sur une même parallèle blL à Vaxe instantané 
de rotation et de glissement. 

On déduit de là que deux surfaces ne peu%^ent rouler 
Vune sur T autre suivant plusieurs points de contact quau^ 
tant que ces points sont situés sur Vaxe instantané de 
rotation et que la rotation instantanée n*est pas accony- 
pagnée d'une translation parallèle à son axe, 

104. Détermination de V enveloppe dune surface mfh- 
bile. — Supposons que l'on veuilledétermîner Tenveloppe 



Fig. 37 
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des positions de la surface d'un corps mobile (S), c'est-à- 
dire la surface ou les surfaces auxquelles la première reste 
constamment tangente tlans ses positions successives. 

Soient, à un instant donné [fig* 87 ), Oar, l'axe instan- 
tané de rotation et de glissement de 
(S); Cl), li, la vitesse angulaire et le 
glissement correspondants; Oj", Oz, 
deux droites rectangulaires passant 
par un point O de Ox et comprises 
dans un plan perpendiculaire à cet 
axe; x^ j^ z^ les coordonnées d'un 
point m de la surface du corps; 




(0 



Z=f[x,X)y 



l'équation de la surface rapportée aux axes Ox, Oy, Oz; 
p, q^ les dérivées partielles -r'> -^'-i Tn\ = r, la perpendi- 

culaire abaissée du point m sur Ox. 

Nous admettrons, pour fixer les idées, que la rotation co 
a lieu de la gauche vers la droite pour l'observateur couche 
suivant Oo: en ayant les pieds en O, et nous considérerons 
la vitesse u comme positive ou négative, selon que le mou- 
vement aura lieu de O vers x ou dans le sens opposé. 

La rotation o), transportée parallèlement à elle* même 
eu mX, donne la translation cor, perpendiculaire au plan 
m\x et dont les composantes suivant Oz et Ox sont res- 
pectivement -f- wj" et — (ùz. Pour que le point m appar- 
tienne à la surface et à son enveloppe, il faut que la somme 
des projections de ces composantes et de u sur la normale 
soit nulle, c'est-à-dire que 



w/ 



(>i<fZ 



upz 



Sli ^p^^rjf' 


-r 

V 1 -f- /?^ -h q' V 1 -f- p^ -+- r/=» 


OU que 




(2) 


u 



= 0, 
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Cette équation, jointe à l'équation (i), déterminera la 
courbe ou les courbes suivant lesquelles ( S ) • touchera son 
enveloppe à Tins tant considéré. 

Le lieu géométrique de chacune de ces courbes sera une 
surface à laquelle (S) sera constamment tangente, et Fen- 
veloppe se composera ainsi d'autant de surfaces que les 
équations (i) et (a) détermineront de courbes dont quel- 
ques-unes pourront deVenir imaginaires pour certaines po- 
sitions de (S). 

Il peut se faire que (S) pénètre quelques-unes des sur- 
faces de Fenveloppe en des points différents des points de 
contact; mais nous n'aurons à nous préoccuper de cette 
particularité que lorsque nous songerons à matérialiser ces 
surfaces ou à construire les corps qu'elles doivent limiter. 

Dans le cas où le mouvement de (S) se réduit à une ro- 
tation sans glissement le long de l'axe instantané, les plans 
menés par les différents points de chaque courbe de con- 
tact et par Taxe Ox sont normaux à la surface. On peut 
alors construire les courbes de contact par points ainsi 
qu'il suit. Concevons à cet effet que l'on mène un plan 
passant par Ox; les points de la courbe obtenue, pour les- 
quels les sections de la surface perpendiculaires à Oo^ 
auront leurs tangentes normales au plan ci-dessus, seront 
des points communs à cette surface et à son enveloppe . 

Il est maintenant facile de concevoir comment un corps 
en mouvement peut en toucher constamment un autre^ 
également mobile y par plusieurs points ^ il faut ^ pour qu* il 
en soit ainsi^ que la surface du second corps soit tangente 
suivant le même nombre de lignes à F enveloppe des posi-^ 
tions de la première surface, 

105^ Application au tracé des engrenages . 

1° Engrenages cylindriques. — Proposons -nous de 
chercher la condition à laquelle doivent satisfaire deux 
courbes, afe, a'b' [fig* 38), faisant partie de deux figures 
planes (S), (S'), respectivement mobiles autour des points» 
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O, O' de leur plan commun, pour que, par leur contact, la 

Fig. 38. rotation co autour du point O détermine 

^ — ->. autour de O' une rotation w' qui con- 

[y 0' \ serve avec la précédente un rapport 

j constant. 

=<^ Supposons en premier lieu que les ro- 

\ tations w, w' soient de sens contraire; 

\ en imprimant à l'ensemble des deux 

'\ ^ j figures' une rotation égale et contraire à 

\ / Oi), (S) restera au repos; la rotation de 

(S') deviendra Cl) -h ot)'. 
Le centre instantané correspondant, A, divisera 00' en 
deux segments, OA = R, O'A =R^ donnés par la pro- 

portion — = — ; il suit de là (75) que ab est Fenveloppe 

des positions que prend la courbe a^b\ en supposant qu'elle 
soit entraînée avec le cercle de rayon R' et de centre O' qui 
roulerait sur le cercle de centre O et de rayon R. 

Transportant au point de contact m des deux courbes la 
rotation o) 4- «>', il en résulte une translation (o) -t- w') Am 
nécessairement tangente à ces deux courbes et qui donne 
la mesure de leur glissement. Donc la normale au point 
de contact des deux courbes passe par le point de contact 
des circonférences O etO\ 

On déduit de là une règle pratique très-simple due à 
M. Poncelet (Leçons à l'École d'application de rxArtillerie 
et du Génie, 1 827-1830) pour construire rapidement la 
courbe ab lorsque l'on se donne la forme de a'V . 

Portons, à cet effet, sur la circonférence O' [fig» 89) des 
longueurs successives équidistantes limitées par les points 
de division n^^ o, i , 2,3,..., desquels nous abaisserons des 
normales sur a'fe'. Des points de division successifs n°* o', 
i', a', . . . , tracés sur la circonférence O, comprenant entre 
eux des arcs égaux aux précédents, nous décrivons des arcs 
de cercle avec les normalesà a'b' correspondant aux n*** i, 
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2 , . . . , prises pour rayons. La courbe nb s'obtiendra en traçan t 
Fig. 39. une ligne tangente à ces arcs 

de cercle, et le tracé sera 
d'autant plus exact que la 
distance des points de divi- 
sion des circonférences O, O' 
sera plus petite par rapport 
à leurs rayons. 

On reconnaît sans peiné 
que le contact a lieu entre 
la partie de Tune des courbes 
intérieure à sa circonférence 
et la partie de Vautre courbe extérieure à la sienne. 

Ces considérations théoriques servent de base au tracé 
des engrenages cylindriques ayant pour objet d'effectuer 
la transformation des deux rotations autour d'axes paral- 
lèles, et pour l'étude desquels nous renverrons aux Traités 
spéciaux de Mécanique appliquée. Nous nous bornerons à 
dire que les circonférences OA, O'A sont appelées circon- 
férences primitiv^es et correspondent aux cylindres primi- 
tifs de r engrenage. Cette dénomination vient de ce que, si 
le simple contact suffisait, ces deux cylindres pourraient 
opérer là transmission, sans qu'il fût nécessaire de les mu- 
nir des dents ai, a' A', . . . 

Soient p la normale A m (fig. 38, p. 1^5), ds l'arc de 
chacune des circonférences O, O', décrit dans le temps dt^ 
on a 






f^'dt — — . 



et le glissement élémentaire prend la forme 



(«-»-«')M = M(^"^^. 



Si les rotations co, tù' doivent être de même sens, l'une 
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des circonférences 0,0' est intérieure à Tautre, ^ce qui 
correspond à un engrenage intérieur, pour lequel le tracé 
est le même que le précédent. Le glissement s'obtient en 
affectant du signe t-, dans l'expression ci-dessus, Tîn verse 
du plus grand rayon. 

2^ Des engrenages coniques. -— Supposons que deux 

surfaces coniques (S), (S'), de même sommet O {fig* 40)9 

Fig. 40. soient assujetties à rester en contact en 

tournant respectivement autour des axes 
OA, OA^ passant par leur sommet com- 
mun, et cherchons la condition à la- 
c quelle elles doivent satisfaire pour que 
la rotation o) de (S) donne lieu à une 
rotation autour de OA' qui soit avec la 
précédente dans un rapport constant. 
Supposons que OA, OA' soient les portions des axes 
pour lesquelles tù, co' soient de sens contraire pour Tobser- 
yateur placé successivement suivant leur direction en ayant 
les pieds en O. 

En imprimant à Tensemble de (S) et (S') une rotation 
égale et contraire à o)', (S') sera ramené au repos et (S) 
tournera autour d'un axe instantané OH avec la vitesse 
angulaire H résultant de la composition de &> et — co'. 

Il est clair dès lors que (S) sera l'enveloppe des posi- 
tions que prendra la surface (S'), entraînée dans le mou- 
vement de roulement l'un sur Tautre des cônes circu- 
laires ayant pour axes respectifs OA', OA, et pour généra- 
trice OH. 

• Appelant e Tangle formé par la générauice Om com- 
mune à (S) et (S'), la rotation H se décompose en deux 
autres: Tune Acose suivant 0>w, Tautre Hsins, per- 
pendiculaire à cette direction à laquelle sera dû le glisse- 
ment de (S') sur (S), ce qui exige que le plan ORm soit 
normal aux deux surfaces* 

Cela posé , si nous concevons une sphère de centre O 
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et d'un rayon arbitraire OH = /, elle déterminera dans 
les cônes deux cercles roulant Tun sur Tautre, de rayons 
HA', HÂ, et dans les surfaces (S) et (S') deux courbes (5), 
(5'), assujetties à se toucher constamment, et dont la con- 
naissance suffit pour définir complètement ces surfaces. 

On reconnaîtra facilement que Tare de grand cercle per- 
pendiculaire au point de tangencem de (^), (s^) passera pàf 
le point de contact H des circonférences HA, HA', et qui 
est le pôle instantané de rotation de (s*). D'où il suit que le 
tracé de {s) se déduira de la forme de {s^) en appliquant 
sur la sphère la méthode indiquée plus haut pour les en- 
grenages cylindriques. 

Le glissement élémentaire au point m, exprimé par 
Îlsine./.J^, se met généralement sous une autre forme. 
Soient à cet eflet R, R' ,, les portions HC , HC de la per- 
pendiculaire en H à OH limitées par OC, OC; ds^ le che- . 
min élémentaire décrit dans le temps dt par un point des 
circonférences AH, A'H ; a, a', les angles formés par OA, 
O A' avec OH ; on a 

xii>at= —--^ ro a( =z —j H z= qi> cos a -+• w cosa 9 
R • R. 

et par suite 



cosa cosa' 



Il sin tldt = l sin s l — h i ds. 

Si Ton remarque que Zsin e est égal à la perpendiculaire 
abaissée du point H sur Om, et si Ton suppose a = o, 
a' = o, on retombe sur l'expression du glissement trouvée 
plus haut pour les engrenages cylindriques. 

Si le contact de (S) et (S') ou de [s) et (5') ne doit s'é- 
tendre qu'a une très-faible distance de part et d'autre de 
OH, on peut substituer à la sphère la considération des 
deux cônes circulaires ayant OA, OA' pour axes et pour 
génératrice CC'^ comme Ta proposé M. Poncelet dans ses 
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Leçons de 1825 à TEcole d'Application de Metz, on recon- 
naît alors sans peine que, si Ton développe ces deux cônes 
dans un plan, les secteurs obtenus se mouvront autour de 
C et C comme les circonférences d'un engrenage cylin- 
drique, et Ton est ainsi ramené au tracé relatif à cet en- 
grenage pour obtenir le développement de (5) connaissant 
celui de (5'). 

Les considérations précédentes sont spécialement appli- 
cables à la transmission de mouvements de rotation autour 
d'a?ces concourants, cotinue sous le nom. d'engrenages co^ 
niques^ dont l'étude technique sortirait des limites que 
nous nous sommes imposées. Nous ferons seulement remar- 
quer que les cônes ayant pour axes OA, OA' sont appelés les 
cônes primitifs de 1 engrenage, et que les surfaces (S), (S') 
déterminent les saillies ou dents des roues formées par 
les cônes ci -dessus. 

106. Conditions nécessaires pour que Fem^eloppe des 
positions rtune surface déueloppahle se raccorde à chaque 
instant ai^ec cette surface. — Soient à un instant quel- 
conque (fig' 40 O-^ J'axe instantané de rotation et de 
Fig. 41. glissement de la surface ; ab la généra- 

trice de contact entre cette surface et son 
enveloppe 5 OP = A, PQ les perpen-* 
diculaires abaissées respectivement du 
point O de Ox sur le plan tangent com- 
^mTo" ^ mun aux surfaces suivant ab^ et du point 

F sur cette génératrice; Ot la parallèle à la direction de 
ab menée par le point O; Op la perpendiculaire au plan 
/OP, menée au même point O; On le prolongement de 
OP au-dessus du plan tOp\ w^, c«)„, w^ les composantes sui- 
vant O^, O/ï, Op de la rotation co, supposées positives ou 
négatives selon qu'elles ont lieu de la gauche vers la droite 
ou inversement pour l'observateur couché suivant ces 
droites en ayant les pieds en O; t/^, u^^ Uj,^ les composantes, 

9 
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parallèles aux mêmes droites, de la vitesse de translation u de 
la surface suivant Ox, considérées comme positives ou né- 
gatives, suivant les conventions ordinaires. 

Les rotations ot)„, co^ transportées parallèlement à elles* 
mêmes en Q donnent des translations situées^ de même que 
11^ et fil, dans le plan tangent commun aux deux surfaces sui- 
vantai. 

La rotation ci)|, transportée de la même manière en Q, 
fournit une translation (*>t,OQ perpendiculaire au plan 
^OQ, et dont les composantes suivant Op et On sont res- 
l>ectivement — w,OP, — w^PQ. 

Pour satisfaire à la condition énoncée, il faut exprimer 
que la translation du point Q est située dans le plan tangent 

Pafe, ou que 

w„ = w/.PQ, 

d'où 



Un 



Oit 

ainsi la distance PQ est indépendante de la position du 
point O sur l'axe instantané. Donc 

Pour quune surface dév^eloppable se raccorde constam^ 
ment avec son enveloppe, il faut que son axe instanlané 
de rotation et de glissement soit situé dans un plan parai- 
lèle au plan normal mené suivant la génératrice de con- 
tact, et que la distance entre ces deux plans soit égale au 
rapport de la vitesse de glissement à la rotation, estimées 
respectivement suii^ant la normale et la génératrice ci- 
dessus. 

S'il en est ainsi, on a 

(ùp cr o, Up = o; 

le glissement au point Q est la résultante w des translations 
&)i.OP = oi>jA et Ut dirigées respectivement de Q vers P, 
et suivant la génératrice de contact. 

Le glissement en un autre point Q' de ab sera la résul* 
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ùntede wct de la viieese u^.QQ' obtenue en transporÙDt 
ù)„ parallèlement à elle-même de Q en Q'. 

On peut donc dire que : Le gHssement suivant la géné- 
ratrice de contact résulte d'une translation w comprise 
dans le plan tangent, et d'une rotation autour d'une nor- 
male en lin point déterminé Q de cette aréle, ou encore, 
d'une rotation autour d'une perpendicutaim au plan tan- 
gent, laquelle est la résullanie de w et de la rotation ci- 
dessus. 

Enfin le roulement aura lieu autour de ah en vertu de 
de u,. 

107. Conrlitions auxquelles doit salhfaire le mouve- 
ment d'une surface dèveloppablc donnée pour quelle se 
raccorde constamment avec une surface développahle 
également donnée et supposée fixe. 

Soient {fig. 4^) «B la génératrice di; coiitactdos surfaces; 
p. . B, B' les points des arêtes de rc- 

broussemeut de la surface mo- 
- bile(S)etd« 

situés sur c 
projection p 
et 106), sur 
vant cette droite, de l'axe instantané d( 
sèment de (S); // la distance de PR à 
génératrices de (S) et (S') qui vienneni 
du temps dt, toucbant en h et // les arêtes de rebroiisscment 
correspondantes. Conservons d'ailleurs les notations du 
numéro précédent, en supposant que l'on transporte la 
rotation parallèlement à elle-même en B. On a d'abord 

(,) . „=^. 

Si l'on n^lige les quantités du second ordre, le point h de 
aB se déplacera, dans le temps dt, de h au point /t, situé 
sur a',/(', en vertu de la translation perpendiculaire à nB, 
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Vigh qui le transporte de h en /ti et de la translation Ug qui 
lui fera décrire l'élément h^hf = Uidt, 

Soient da^ dalles angles de contingence a^ ha, a\h!a^ des 
arêtes de rebroussemeut de (S) et (S') en /i, h'-^ ds^ ds' les 
éléments BA, B'A'; p, p' les rayons de courbure, t, t' les 
rayons de seconde courbure ou de cambrure (*) de ces 
arêtes aux mêmes points hj h'*^ a la distance donnée BB'; 
H la projection de ht sur aB. Le triangle h^Hh' donne 



et comme HA'= BB\ à un infiniment petit près, on a 

La rotation oi)^ ayant pour effet d'amener en d^h* la paral- 
lèle- at^^ à at/i, il vient 

(3) v^^dt^zzda! — doL, 

La rotation co^ autour de a6 ou de a\h'^ en négligeant 
les termes du second ordre, ayant lieu de la gauche vers 
la droite pour l'observateur couché suivant l'une ou l'autre 
de ces directions en ayant les pieds en A', l'élément en con- 
tact de (S) ne peut se détacher de l'élément correspondant 
de (S') qu'autant qu'aux environs de aB la surface (S) est 
située par rapport à l'axe instantané au-dessous du plan 
tangent et que (S') ne lui est pas intérieure. L'inverse au- 
rait lieu si, (ùg conservant le même sens ou le même signe, 
h prenait un signe contraire. Il sera facile de déterminer 
dans chaque cas particulier les conditions relatives au signe 
de h par rapport à celui de w,. 

Soient dy^^ dy^ les angles formés par le plan tangent sui- 
vant aB, avec les plans tangents à (S), (S') menés suivant 



(*) Expression due à M. de Saint-Venant., (/ou/n<?/ <2c /'^cro/e Po/><ecA- 
m4jue, XXX.^ cahier.) 
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Uih^dji^'^ on a, selon que ces surfaces s'opposent ou non 
leurs convexités, 

(4) dx±cix'=^f^idt. 

En éliminant dt à Taide de l'équation (2), les formules (3) 
et (4) deviennent 

(5) -^ rfa = rfa'(.-|.^V 

(6) dx±dx'=j.U', 

I 

ou 

(5') Lds=(^-"J^)^4, 

P \ /l W/ / p' 

(6') ^ds±Lds'=t%, 

, . , ds 

et en éliminant -r-r entre ces deux relations 

as 

Oit a p \ ar J 

Ce rapport déterminera Finclinaison de l'axe instantané 
sur le plan tangent, lorsque les deux surfaces étant données 
de position, h sera connu en grandeur et en direction. Le 
sens de ct)^ sera défini par la manière dont les courbures de 
(S) et (S') seront disposées Tune par rapport à l'autre, mais 
sa grandeur pourra être choisie arbitrairement. La vitesse 
i/f sera donnée par l'équation suivante, qui se déduit des 
équations (i) et (7) : 

Si A =; o, la formule {2) donne a r= o et les deux arêtes d» 
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robroiMsemeot doivent être tangentes eu B. Les équa- 
tions (3) et (4) donnent alors 

g dv! -^da. __ w^ 

ou 

I \ ds 



(9) T^ =~^ 



- d^ 

i ds I ta, 



T ds\'^r' 

le point A' venant en H, on a 

ds — dsf •=. Ut dt 
ou, en divisant cette égalité par Téquation (4)9 



(10) 



ds 
ds' 


— I 


Ut 


1 ds 
T ds' 


±7 


tùt 



ds 
enfin l'élimination de -T-^ entre les équations (9) et (lo) 

conduit à 

Ut _ p^ p titV~r') 

(II; — — 9 

«/ j I • - 



) T p 



«/ W, 



et cette formule, jointe k la relation ^= -^- -^9 permettra 

de calculer les deux éléments du mouvement., -^ et u^ lors» 

que ^ s^a donné. 

Cas particuliers. — 1** Cône mobile sur une surface 
déi^eloppahlc , — Soient B [fig» 4^7 P* i3i) le sommet du 
cône (S), A le rayon de courbure de son intersection avec 
la sphère de rayon c^ ayant le point B pour centre, et oon- 



DE CINÉMATIQUE PURE. l35 

servons pour (S') les notations ci-dessus. On a 
et les formules (5) et (6) donnent 



(.a) 



d'où 



(12') 



T^/a'in^y' 






I 


a I I 


A l 


^ / û w„ \ 



-hl 



)' 



. w„ 



on déduira de là ~j et w, de la formule (i). 

Si le sommet du cône se trouve sur l'arête de rebrousse- 
ment de (S), on a 

<i = O9 A = o ; 
mais alors 



d'on 






as z=. 



1 «I A \ Ut^ 

"*" t' û)< "^ 1^ tût 



et la formule (8') donne enfin 






On arriverait de la même manière à des formules identi- 
ques^ en supposant que la surface développable soit mobile 
sur le cône supposé fixe. 
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2° Cône mobile sur un cône. — Soient A, A' les rayon» 
de courbure des sections faites dans les cônes (S) et (S') par 
des sphères de rayon J, ayant respectivement pour centres 
les sommets de ces cônes. On a 

La formule (la') peut recevoir ici son application et donne 



1 


a I 


A 


a w„ 
n (lit 



d'on l'on déduira — • 

Si fl = o on a /i = o, et l'op lire de la formule (8') 

dx. 
tù„ do! 



'n 



tùt doL j_ o' 

Ce rapport pourra être choisi arbitrairement et Ton en 

déduira ensuite la valeur de --—.» 

dcL 

' 3® Surface déi^eloppable mobile sur un cylindre. — 
Lorsque l'une des deux surfaces est un cylindre, on a en- 
core les formules (3) et (4) ; mais la formule (2) n*est plus 
applicable et il faut chercher directement son équivalente 
pour le cas actuel. 

Supposons que le cylindre soit la surface fixe (S') ; soient 

aB (Jig' 43) Ï21 génératrice de contact^ B le point de l'arête 

Fig. /|3. de rebroussement de (S) situé sur 

cette génératrice; ^i^i la généra- 
trice de (S) qui vient en contact au 
bout du temps dt, et conservons les 
notations précédentes. Le point h décrira les chemins ^ 
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hhi z=z o)c h . d(^ ht ht = u^dt^ respectivemeut perpendicu- 
laire et parallèle à aB et viendra en h^ sur la génératrice 
du cylindre où va avoir lieu le contact. Cette génératrice 
a , /ig est par suite complètement déterminée en supposant 
que ot}|, /i, Ug soient donnés. 

On n'a donc qu'à considérer les équations (3) et (4) qur 
donnent, en remarquant que dcf! = o, 

ftoL &)„ 

Appelant A' le rayon de courbure principal du cylindre, 
on a 

doL I /// I dy^ dy^ l 

ds p ds ^x y^X, «« ^ ^'^ ^' 

d'où,' eu égard à la relation (4), 

Des formules (i3) et (i 4) on tire respectivement 





P 


— 


w„ 


I 

T 


ds 


5 


I 

T 


ds' 


A'' 



d-/ 
et par l'élimination de -^ on arrive à 

(.5) ^- = i(±A_.). 

6), p \ A / 

4^ Cône mobile sur un cylindre. — Soit A le rayon 
de courbure de la section déterminée dans ce cône par la 
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sphère de rayon X ayant pour centre le sommet du c6ne. 
On a 

et des formules (i3)et(i4)on tire 



— I - w« 



A \doL 



A >^a . ^ 

d'où 

5° Cylindre mobile sur une surface déifeloppable, — 
Supposons maintenant que (S) soit un cylindre et (S^) une 
surface développable. Soient B' (fig> 44) le point de l'arête 
Fig. 44. de rebroussement situé sur la gé- 

fy nératrice de contact aB'; a^h la 
_ génératrice de (S') qui vient en con- 
—^ * tact au boat du temps dt ^ Oi b^ la 
génératrice correspondantede (S), 
K le pied de la perpendiculaire abaissée de B' sur a^b^-^ 
dt la distance B'K. 

En négligeant les termes du second ordre, le point K 
parcourra dans le temps dt les chemins KK'= ci)(A.<//^ 
K'K'^ = Utdt^ et viendra se placer en K^^ sur a, A, point qui 
se projette en K** sur aB'. 

Le triangle K"K'*/t donne 



K'^K*" ou ^t^,(ii'hdt=KVifIa' ou {Ufdl ^ tis)(la\ 
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et comme cette expressioa est du secotad ordre ou luille^ il 

vient 

<is = — w/A .dty 

et Ton déduira de là le signe de w^. . 
On a, dans. le cas actuel, 

dyzt,dy(^z=z(^tdly 
do! 1 dyi^ I d-^ I. 

et si (S') est un cône. A' et X' ayant la signification, déflnie 
plus haut, de A el X, on a 

A' d^ 



y dy' 

Il suit de là que, selon que (S') sera une surface dévelop- 
pable ou un cône, on obtiendra des équations de même 
forme que (i5) et (i6) qui se déduiront de ces dernières en 
y changeant le signe de 6t)„ et Taccentualion. Il vient ainsi 

6^ Cylindres itiobilès fun stjr Vautre. — Soient ab 
(fig' 44) P* ^3£) la génératrice de contact; a^ b^ la géné- 
ratrice de (S), a^ b' celle de (S'), qui viennent se mettre 
en contact au bout du temps dt. La formule (3) montre' 
que Gi)„ = o, doù ii^ :=x= o^ et, d'après la formule (i), on a^ 
d=^o. De sorte que Taxe instantané de rotaiiou et de giîs«- 
sement est parallèle à la génératrice de contact et eompris 
dans le plan normal mené suivant cette droite. Le glisse- 
ment longitudinal esi évidemment arbitraire, et il est inutile 
de nous en occuper. 

Soient A et A les rayons de courbm^ principaux de (S) 
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et (S^)^.dy^^ dy/les angles formés par' le plan tangent com- 
mun avec les plans tangents à ces deux surfaces menés sui- 
vant a, ij, a'b^] ds la distance de «J, a^ b^ -, la distance de 
a^ b' k ab étant ds -+- tùh^dt, il vient 

ds ds-htahdt 

'fx^j^ rfx = — ^. — 

D'autre part, selon que les cylindres seront extérieurs 
ou intérieurs aux environs de la génératrice de contact, on 
aura 

(^dl = dx±dx\ 
d où ' 



S-(î-i)"" 



'^j'I' 



ds 



formule qui fera connaître ds ou — 



dt 



Fig. 45. 



108.* Conditions nécessaires pour que l'enveloppe des 
positions d'une surface gauche mobile se raccorde auec 
elle. — Soient Oz [fig, 45) Tarête de contact de (S) et de 

son enveloppe (S') 5 a'i', ai les pro- 
jections de l'axe instantané de rota- 
tion et de glissement de (S) sur 
deux plans rectangulaires jOx^ 
xOz, supposés rabattus l'un sur 
l'autre autour de Ox, dont l'un est 
perpendiculaire à 0«, tandis que 
l'autre passe* par cette droite 5 Ç la 
composante du glissement u suivant le plan j^^Ox, ayant ab 
pour direction ; w, n' les projections sur les plansj^O j:, xO z 
d*un point de l'axe instantané; m la projection de (/i, «') 
sur Ox; I la projection de n' sur Qz\ mnr=^y^ Om=jc, 
mn' ^=x z'^ Oh le trace sur j^Oxdu plan tangent en I à (S): 
s l'angle hOx que forme ce plan tangent avec le plan 
xOz'^ p la projection de n sur OA5 ^, d^ les angles formés 




DE CINÉMATIQUE PDRE. 14* 

par rti, a'b\ avec la droite wn'; w, la composante parallèle 
hOzàe la rotation instantanée. 

En appliquant ici le raisçnnement du n*^ 106, on recon- 
naît que, pour tout point I de O^, on doit avoir 

0/^ = ^==-icos(^H-«\ 
ou 

(i) j:cos£-H ^sins = — cos(5-|-e). 

Si l'on représente par i, i' les abscisses à Torigine de 
at, a'b\ ces deux droites seront représentées par les équa- 
tions 

(jrsin^ — arrosa = — ^cos^, 

(2) \ 

I zsin^' — jrcos^' = — ^' cosiî'. 
En éliminant x^y entre (i) et (2), il vient 

|(ztang^ -h 6')cosesin^ -f-(ztang^ — b 4- 6') ces J sine 

On peut supposer que Ox coïncide avec la plus courte 
distance entre O2 et la génératrice infiniment voisine. 
Soient a:', y les coordonnées estimées suivant Ox, Oy du 
point de cetle génératrice qui correspond à l'ordonnées; 
on a entre x\ j\ z deux équations de la forme 

A et a étant, pour la position considérée de (S), deux 
constantes infiniment petites dont le rapport est fini et qui 
représentent respectivement l'angle et la plus courte dis- 
tance de deux génératrices infiniment voisines. On lire de là 

ï/ivv y' f"' ^ 

'5) iangç = - =-3 = -, 

T. Cf. V 

h 

en posant v = -• 
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Portant celle valeur dans (3), et remarquant que (i) et 
(a) donnent, pour le point O ou pour 2 ^=: o et e =s o, 



IL/ Ç • 

ô= — ces 0, 



il vient 



-langd'cosa. z'-f- M — ^ H costf j h sio^tang^ 

H 2 = 0. 

W, V J 

Cette relation devant êire indépendante du point ou 
de 2, il faut que 

tang^'cos^ = o, 

— ^-f- — cos^ h sin^tang^' 4- ■— = 0. 

\ M/ / V •^ W/ V 

On peut satisfaire à la première de ces conditions en po- 
sant 5' = 0, ou â= 90®. Dans la première hypothèse, l'axe 
instantané étant compris dans un plan perpendiculaire à 

Ox, on a nécessairement 5=o, b = b' =^—9 et la se- 

conde condition est satisfaite d'elle-même. 

Si Ton suppose â = 90*^, b est infini , mais — b cosâ est 
une longueur finie c, qui représente Tordonnée à Torigine, 
suivant Oy^ de la droite ab^ et l'on a dès lors, 

(7) tang5' = --^. 

Ainsi, pour qu^une surface gauche mobile se raccorde, a 
un instant donné, avec son enveloppe, il faut que Tune des 
deux conditions suivantes soit remplie : 

I** Vaxe instantané de rotation et de glissement est 
compris dans un plan parallèle à la génératrice de contact 
et perpendiculaire çlu plan tangent mené au point où cette 
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droite est rencontrée par la ligne de striction (^) de la 
surface. De plus, la distance de la génératrice de contact 

au plan qui renferme F axe instantané est égale à — • 

fût 

2^ Vaxe instantané est parallèle au plan tangent ci" 
dessus et rencontre la normale au point d intersection de 
la génératrice de contact ai^ec la ligne de striction en un 
point déterminé par la formule (7). 

109. Des conditions auxquelles doii^ent satisfaire deux 
surfaces gauches (S) et (S'), Tune fixe et Vautre mo- 
bile^ pour qu! elles se raccordent constamment. — Soient 
(yig. 46) ^^ Ia génératrice de contact des deux surfaces; 
Fig. 46. c^d' une génératrice infiniment voisine 

de (S') ; ac' =: a' la plus courte distance 
de ces deux droites*, A' Tangle que forme 
c*d' avec sa projection c'/r' sur le plan 
tangent commun en a; c un point de la 
direction de ac' infiniment voisin de a, 
distant de ce dernier point de la longueur 
acz=z a\ ck la parallèle à ab passant par c; cd une droite 
menée par le point c, perpendiculairement à ac^ et faisant 
avec ch un angle h déterminé par la formule 




a 
1 



k' 



cd pourra être considérée comme une génératrice de cha* 
cune des surfaces (S) et (S'), et comme représentant la gé- 
nératrice de (S) qui vient se mettre en contact avec c' d' au 
bout du temps dt (**). 



(* )*Nou8 rappellerons que Ton nomme M^e de striction ou dégorge d'une 
surface gauche, )a ligne formée par la suite des points où chaque génératrice 
passe à la plus petite distance de la génératrice suivante. 

(**) Cette relation eiprime en effet, en se reportant au numéro précé- 
dentj que tange est indépendant de la position infiniment voisine de Tarèle 
de eonfcsct considérée. 
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D'après ce qui précède, nous avons à faire deux hypo* 
thèses sur la position de Taxe instantané de rotation et de 
glissement. 

1° Cet axe est compris dans un plan parallèle à ai et 
perpendiculaire au plan tangent abc, — Soient /le point 
où l'axe instantané perce le plan mené en a, perpendicu- 
lairement kab y ct)^, ct)„ les composantes de où respectivement 
parallèle à ab et perpendiculaire au plan fcac, en suppo-- 
sant que la décomposition ait été effectuée en /; w^, i/„ les 
composantes analogues du glissement u; h la hauteur du 
pointeau-dessus du plan bac. 

Les rotations w^, 0()„, transportées parallèlement à elles- 
mêmes en a, donnent respectivement les glissements — w^/i, 

— &)„ t = -^ M„, dirigés suivant ac et ab. En vertu du pre- 



niier, le point c vient en c\ et l'on a 



ce' = a — a' = tùth, dt. 

Quant au second, il se compose avec w, pour donner la ré- 
sultante itt -H — «n- La génératrice cd devant se coti fondre 

avec la position c'A', qu'elle doit occuper au bout du 
temps dt en vertu du mouvement général de (S), il faut 
pour que cela ait lieu, que cii)„ = o, par suite ^= o et i = o. 
La rotation co n'ayant aucune composante suivant ac^ 
il faut, pour que c/i puisse coïncider avec c'rf', que h =Âr', 

d'où a = a', ce' = o, A = o. Ainsi donc Y axe instan- 
tané doit nécessairement coïncider auec la génératrice de 
contact. 

Les lieux géométriques des axes successifs de rotation et 
de glissement d'un système invariable dans le milieu, en- 
traîné avec le système et dans l'espace absolu, offrent un 
exemple des conditions de mouvement auxquelles nous ve- 
nons d'être conduits. 

On voit en particulier que, pour obtenir une surface 



Fig. 47. 



DE CINÉMATIQUE PURE. 1 45 

gauche (S') qui puisse se mouvoir sur la surface donnée 
(S) en se raccordant avec elle, il suffit d'incliner les uns sur 
les. autres, suivant une loi donnée, les éléments gauches 
consécutifs de (S), d'angles infiniment petits, on même 
temps que Ton fera glisser ces éléments parallèlement aux 
génératrices communes, suivant une autre loi, de longueurs 
infiniment petites. 

Cela posé, soient (Jig- 47 )i ^ tin instant donnée «i, cd 

les deux génératrices consécutives 
limitant le contact de (S) et (S') 5 pq 
leur plus courte distance^ ef^ e'J^ 
les généra triées de ces deux surfaces, 
infiniment voisines de cr/, qui vien- 
nent en contact au bout du temps 
dt^ rs^ r^s' les plus courtes distances 
de ecf, ef et de cd, e'/'*, d^, r/Ç' les éléments pf\ pr^ des 
courbes de striction de (S) , ( S') ; a, a' les angles qu'ils for- 
ment avec ah. 

Au bout du temps dt^ rs^ r' s' doivent coïncider, ce qui 
exige que 




(«) 



r/ =: udt = ^Ç' ces ck! — d^ cos a, 



et l'on a, de plus, 

(b) /?y = </Ç'8ina' = rf;sina. 

Soient R, R' les rayons de courbure au point p des sec- 
tions perpendiculaires à ab faites dans les surfaces (S), (S'); 
^Z' ^X' '^s angles de contingence correspondants 5 on a, 
selon le sens relatif des courbures des surfaces, 



(') 



^X -^ ^x' ^^^ **^^- 



D'ailleurs 



PI PI 



10 
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d'où 

{ft) ,/Çsinaf ^±~ j =(^fit. 

EnBn, en éli minant dt entre (a) et (//), on trouve 

cota' r= cota -h- ( --±—,1 i 

w\R R'/ 

qui est l'expression analytique de la condition à laquelle 
doivent satisfaire les deux surfaces. 

2° jOaxe instantané est perpendiculaire à la normale 
menée au point où la génératrice de contact est coupée 
parla ligne de striction, — Soient (fig* 46, p. ï43) g" le 
point où Taxe instantané rencontre le plan perpendiculaire 
en a à ai, supposé rabattu sur le point bac^ c la distance 
ag. En transportant la rotation w parallèlement à elle-même 
en <2, on obtient une translation dont la résultante avec u a 
pour composantes u^ — cOfClangcî', ^ -|-WjC suivant ab et 
ac. La première ne prodiiit sur crf, dans le temps dt^ un 
déplacement du premier ordre, que dans le sens de sa lon- 
gueur, puisqu'elle fait un angle infiniment petit avec la 
direction de cette droite. La seconde donne la relation 



D'ailleurs 
d'où 



ce =(x. — a' = (Ç -f- (tic)dt, 

k — k' z=z — «, tang ^'. dt^ 

OL "^ 9! Ç -4- W/C 

/- — h' — ^ — "" «I tang ^' ' 



ce qui est une identité, d'après la condition (7) du n° 108 
qui est supposée remplie, et, par conséquent, qui est seule 
nécessaire pour que le mouvement proposé soit possible. 

Nous ne nous étendrons pas davantage sur cette question, 
qui comprend comme cas particulier celle que nous avons 
étudiée plus haut avec plus de détails. 

110. Digression sur quelques propriétés des surjaces, — 
L'étude géométrique du roulement des corps suppose la 
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connaissance de quelques propriétés relatives à la cpurbure 
des surfaces, que nous allons d'abord chercher à établir. 

1^ Angle de deux plans normaux menés à une surface 
suivant deux éléments consécutifs d'une courbe tracée sur 
cette surface. — Soient (^^. 48) 

ab =^ ds^ bc deux éléments consé- 
cutifs de la courbe; 
iR la tangente conjuguée à la di- 
rection de ab sur la surface 5 
AN, bW les normales aux plans tan- 
gents aèR, cèR; 
èP, bV les perpendiculaires en b 
aux plans aftN, bcW normaux à 
la surface; 
iloL l'angle de contingence cbx de la courbe, formé par 

cb et le prolongement bx de ab ; 
j3 l'angle j:AR supplémentaire de Tangle ab^ formé par 

les tangentes conjuguées ^ft, iR^ 
5 l'angle du plan oscillateur abc à la courbe av«c le plan 
normal aé N . 




L'angle trièdre formé par les droites Ac, ftR, bx donne 
co%cbViz=z cos^cos//a -}- sin^.//a. sinô = cosp-f- sin^sind^a. 



Posant 



il vient 



cbKz=:^-\^y, 



yz=z — doi^xnH, 



Soient RPP' le triangle sphérique déterminé sur la sphère 
d'un rayon égal à l'unité et de centre b par les droites iR, 
&P, èP'; 1^^ p l'arc de grand cercle, perpendiculaire sur RP 
ou son prolongement, abaissé du point P'. 

L'angle trièdre formé par les droites èRj bc^ bx^ donne 



10. 
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par la proportionnalité des sinus des éléments opposés, 

. ,- . ^ «facosS rfacosB 

anc e dicure o R = -r- — r^r ^ — ■. — t— i 

*' sin cbR sinp 

en négligeant les termes du second ordre. 

D'autre part P'p peut Être considéré comuae appartenant 
à un cercle ayant pour pôle R et pour rayon sinR&P'^cosfi, 
de sorte que 

P>=èRcosp = rfacotpcose. 
Enfin le triangle infinitésimal PP';> donne 



t comme P/i est égal ky, il vient 



PP' = rfa s/côïïëcôFp"+lîn^, 

telle est la mesure de l'angle cherché. 

a" Expression du rayon du cambrure d'une courbe tra- 
Fig. 49. cée sur une surf ace. — Soient (^^. 49) 

ab, bc. Cri trois éléments consécu- 
tifs de la courbe; 
bz, bz' les perpendiculaires en b 
aux plans osculaieurs abc, bcd; 
n< nbz, n'bz les plans menésau point 

b perpendiculairement à ab, bc; 
bn, bn' les perpendiculaires, com- 
prises dans ces plans, aux plans normaux à la surface 
passant par ab, bc; 
nmn' le triangle sphérique d'un rayon égal à l'unité et 
de centre b, déterminé par les droites bn, hn\ bz ; 

9 = zbn = mn ; 6 + </9 ^ z'bn' les angles aigus formés 
par les plans osculatcurs abc, bcd avec les plans 
nés suivant ab, bc; 
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d& l'angle de cambrure z'bz de la courbe 5 
p = — le rayon de courbure de la courbe en b corres- 
pondant à Tangle de contingence da et à rélément 
ab = ds'^ 

ds 
r = -7— le rayon de cambrure de la courbe 5 

nq Tare de grand cercle abaissé perpendiculairedient du 
point n sur nin' . 

D'après ce que Ton vient de voir, on a 

nn* = doL v/col' p cos-'ô 4- sin'0. 
Or 

nq = sin mn ,daLz=. siii d <x.y 
par suite 

n'q z=: nn' — nq =: rfa^cof^cos'ô. 

D'autre part, 

n'm = n' hz* •^yùz= -+ ^/0 -f- d& = mn -+- n'q , 

d'où 

n'q = d9'^d&=z±dacosBcoi^. 

Si bz' se trouvait situé de l'autre côté de bz^ il faudrait rem- 
placer dans cette formule d& par — d&. Pour comprendre 
tous les cas^ nous écrirons 



</ ±: </ = ± r/a CCS ô col p, 

et en divisant par ds 

, I , COS0 ^ dO 

il) ±- = ± colB -. 

T p * ds 

Il y a ici une ambiguïté de signes que la discussion suivante 
va faire disparaître. 

3** Du rayon de cambruFe des courbes géodésiques» — 
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Dans ce cas 0= o et 

- = ± - col ^ = ip - cotp = - Vcot'p. 

On a ainsi la même relation que pour les hélices cylindri- 
ques. 

Si le plan osculateur à la courbe fait un angle constant B 
avec le plan tangent correspondant^ on a 

- = - COS0 v^cot^p r= - v^côFp, 

r étant, d'après le théorème de Meunier, le rayon de cour- 
bure de la section normale. 

Ces considérations et la loi de continuité font voir que 
dans la formule (t) il faut prendre la valeur absolue de 

-cotS et écrire tout simplement 

P 

,1.1 / 7 dB 

Ou reconnaît ainsi que les secondes courbures de deux 

courbes osculatrices tracées sur une surface ne diffèrent 

dB 
qu'en raison du rapport — qui caractérise chacune de ces 

lignes. 

Toute section plane faite dans une surface satisfait à la 
condition 
/«v dQ I I cosô / r I 

^ ' ds V^ ^ ç. ^ ^ ! 

4** Rayon de cambture des courbes asymptotiques d'une 
surface à courbures opposées. — On sait que si, à partir 
d'un point quelconque d'une surface, on porte sur la 
normale une longueur infiniment petite, et que par son 
extrémité on mène un plan perpendiculaire à la normale, 
ce plan cofupe la surface suivant une courbe infiniment 
petite du second degré connue sous le nom d'indicatrice. 
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Il nous sera plus cooimode dans ce qui va suivre de con- 
server cette dénomination à la courbe finie semblable à la 
précédente et dont l'équation s'obtient en remplaçant, dans 
celle de cette dernière, la longueur infiniment petite por- 
tée sur la normale par une demi-unité. 

En supposant notre indicatrice finie tracée dans le plan 
langent et semblablement placée par rapport à l'indicatrice 
infiniment petite, le carré de chacun de ses rayons vecteurs 
partant du centre représentera le rayon de courbure de la 
section normale menée suivant sa direction . 

Sur les surfaces à courbures opposées ou à indicatrice 
hyperboliquey il existe deux systèmes 'de lignes telles, que 
chacune d'elles est tangente à Tune des asymptotes de Tin- 
dicatrice du point correspondant. Ces lignes dont le plan 
osculateur est tangent à la surface, ont reçu de M. Ch. Du- 
pin le nom de courbes asyinptotiques. 

On obtiendra le rayon de carabpure des courbes asymp- 
totiques, en supposant Q = 90^ dans la formule (2) et cher- 
chant la valeur que prend - cot/î qui se présente sous la 

forme — 



j .0 

I 

I 



Soient X, ix les rayons de courbure principaux de la sur- 
face, mlsL puissance de l'équation de l'indicatrice rapportée 
à ses asymptotes, d l'angle de ses asymptotes ^ on a 

msinS = vV> 

et pour l'équation polaire de l'indicatrice 

I _ I sin((î— p)sinp _ i sin ((^~> p) sin^ 

Enfin la valeur limite que prend — - en supposant (5 = o 

est 
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d'où 

T =rz y^ =: m sin s. 

Ainsi donc le rayon de cambrure d'une ligne asympto- 
tique est une moyenne géométrique entre les deux rayons 
de courbure principaux. 

On reconnaît facilement que ce théorème a également 
lieu pour les lignes géodésiques d'une surface convexe, 
tangentes aux deux diamètres conjugués égaux de l'indica- 
trice . 

5^ Théorème sur la courbure des surfaces gauches. — 

ds 
Dans ce cas z représentera le rapport -7- entre la distance 

a s 

ds de deux points consécutifs d'une génératrice, à l'angle 
de formé par les plans tangents correspondants. 

Soient 5 la distance d'un point d'une génératrice au point 
où elle est coupée par la ligne de striction, e l'angle formé par 
les plans tangents correspondants, v un coefficient linéaire 
indépendant de 5 et e ^ on a, diaprés la formule (5) du n**108, 

s 
tange =—f 

d*où 

I de cos^s 

r ds V 

et enfin, d'après ce qui précède, 

cos'e = — ^• 

On voit ainsi que v est la moyenne géométrique entre les 
deux rayons de courbure principaux A©, ^^^^ correspondant 
au point ou la génératrice est coupée par la ligne de stric- 
tion,, et Ton peut écrire 

ce qui constitue un théorème facile à énoncer. 
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6° Relation entre le rayon de cambrure et la courbure de 

la surface polaire (\\ine courbe tracée sur une surface (*). 

— Conservons les mêmes notations que ci-dessus et soient de 

plus (fig. So} : bk le prolongement de ab ^ bh Télément de 

„. c la section normale menée suivant ab et 

Fig. 5o. 

c^ succédant a ce dernier; d^ Tangle de con- 
^ tîngénce hhh de cette section ; ckh le trian- 




^ " gle sphérique inGnitésimal déterminé sur 

la sphère d'un rayon égal à Funité et de centre 6, par les 
droites iA, i/i, bc. 

Le rayon de courbure en h de la ligne géodésîque pas- 
sant par ab^ bh^ est 

ds r 

R étant le rayon de courbure principal au centre de cour- 
bure de la surface polaire de cette même ligne. 

Le triangle chh peut être considéré comme reclîlignc, et 
comme les plans cbk^ hbk font sensiblement avec le plan 
tangent cbh les angles 90° — 6, 90", on a 

ch = /iX tangG, 

• c6A== </Ç tango. 

Concevons que par le point /ion mène à la surface une 
section normale parallèle à èc, et soient V son rayon de 
courbure, D le rayon d*inflexion (**) de la surface en fe, 
égal à un infiniment petit près au même rayon relatif à h. 



(*) Nous rappellerons que la surface polaire d'une courbe gauche est le 
lien des inlersections successives des plans normaux à cette courbe. 

{**) Nous appelons rayon d'inflexion d'une surface , eu un point correspon- 
dant à la direction d'une tangente en ce point, le rapport entre la distance 
du même point et un point infiniment voisin de la tangente, et l'angle des 
tangentes à la surface menées en ces points, perpendiculairement à la direc- 
tion de la première tangente. 
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On a, d'après la formule connue sur la courbure des sur- 
faces, en négligeant les lermes du second ordre, 



II 2 

— = — cos'c^A 4- — ces cbh . sin cbh 

r' R , D 

T-\ ds 

V 

d^ tang 0, 



d'où 



r H ds 

T 



r' = r H é/j fT ^^ tango. 



La distance ch élant du second ordre, on peut regarder F' 
comme étant le rayon de courbure de la section normale 
menée suivant hc^ de sorte que la variation éprouvée par le 
rayon de courbure de la section normale en parcourant 
deux éléments consécutifs d'une courbe donnée est repré- 
sentée par 

, . R ^ 2r» ^^ ^ /R 2r \ , 

Le rayon de courbure de la courbe étant • 

p = 1^ ces ô, 

il vient, en représentant par r le rayon de courbure princi- 
pal de la surface polaire au centre de courbure, 

r fi^(rcosÔ) ^ dr . r. d9 

p ds ds ds 

dV , , . * . 

et comme— ^5 n'est autre cbose que Texpression (a), il 



ds 
vient 



r /R ^ ar . ^\ . dQ 

- := ( — cos sin ô ) — r sin 9 -r 9 

p \r D / ds 
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ds 



et en éliminant ^ au moyen de l'équation (2), 



Fig. 5i. 



- = — ÇOS0 — smô ( — -h Vcot'pzt- )• 

Dans le cas d'une section plane t = o, et l'on retrouve sous 
une autre forme la loi de la déviation dans les sections obli- 
ques, découverte par M. Transon ('*'). 

m. Expressions analytiques des conditions qu^ exige 
le roulement de deux surfaces F une sur Fautre, — Lors- 
qu'un corps (S) roule sur un autre corps (S') supposé fixe, 
les points de contact successifs forment sur leurs surfaces 
respectives deux lignes que nous avons appelées courbes 
correspondantes de roulement. 

Soient à un instant quelconque (fig» S 1)5 ab = ds l'élé- 
ment commun aux courbes de 
roulement correspondant au point 
de contact b des surfaces ; ic, ic' 
les éléments qui lui succèdent sur 
(S) et (S') au bout du temps dt-^ 
&N la normale commune aux sur- 
faces 5 bA l'axe instantané de ro- 



tation, A l'angle qu'il forme avec 
&jS -, w.la vitesse angulaire corres- 
pondante dont le sens est supposé de la droite vers la gauche 
pour Tobservateur couché suivant Aè en ayant les pieds 
en è ; bx la projection de A i sur le plan tangent en h •, bbi 
le prolongement de ab '^ br,^ bit' les tangentes conjuguées 
à &i, sur (S) et (S') ; Jx, bvJ les directions que prennent 
ces droites en les faisant tourner de 90** autour du point b 
de la droite vers la gauche, dans le plan tangent commun ; 
èN', iN" les normales aux plans tangents cbi:^ c'bi:' '^ j3, 
j3i, j3'j les angles formés par ifc,, ^tt, bit' avec bx:^ r/y, 
rfcp', les angles NèN', NAN" des plans cbr,^ cbn' avec le 



frxN, 




( * ) Journal de Malhcntaliques pui es et appliquées, t. Vf. 
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plan xbbi •, p, p' les rayons de courbure des sections nor- 
males à (S) et (S') menées suivant ab. 

Pour que, en vertu de la rotation o), le plan tangent cbn 
vienne coïncider avec le plan* tangent correspondant de 
(S'), il faut et il suffit : i° que Ab fasse des angles égaux 
avec ses projections sur ces deux plans, ce qui revient à 
dire que les composantes de w, normales à ces mêmes 
plans,, doivent être égales^ 2° que l'angle des plans proje- 
tants de Ab soit égal à (t>,dt. 

Première condition. — La rotation w peut être consi- 
dérée comme la résultante des suivantes : 

&)COsA dirigée suivant N3, 

(û sin A ces §1 dirigée suivant b it, 
— « sin A sin p, dirigée suivant bx. 

Nous supposerons d'abord avec la figure que (Sj ^ /3, et 
que le centre de courbure de la section normale à (S) sui- 
vant ab est situé sur èN et non sur son prolongement, ou 
encore que, suivant ab^ la surface oppose sa convexité au 
plan tangent en b. 

Dans ces conditions, iW fait un angle obtus avec bxj 
et Ton a pour la composante de co suivant iN' 

Gt)€OsAcos/^(p -H wsinA sin p, sindcf = wcosA -f- wsinA sin^, J^. 

Or Tangle trièdre formé par les droites cft, ^tt, ftij, 
donne, en remarquant que l'angle dièdre bn est égal à rfcp, 



sin cbb, sin cb 



ir 



sind(f sin (angle d ièdre 6^1 ) 
ou, en remarquant que cbT: peut être supposé égal à 

* cc>^, sin (angle dièdre ^è,) 

(t(o = : — , 

cl comme — ~ n'est autre chose que l'inverse du rayon de 
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courbure de la courbe abc^ il vient, d'après le théorème de 
Meunier, 

rf(p = sin(p.— p)-^, 

P 

et la composante ci-dessus de w prend la forme 

ds sin p, 



-( 



cos A 4- sin A 



P sin(p.-p) 



Cetle formule s'applique également au cas où (3i <C^', car 
alors l'angle N' b x est aigu, et le terme en d<f change de 
signe, ce que comprend implicitement cette dernière 
formule. 

On reconnaîtra de la même manière que si la courbure 
change de sens par rapport au plan tangent en £, il faut 
changer le signe de p. 

La première condition se trouve donc exprimée par la 
relation 

. . 1 sinp, I sinp', 

^'> psm(p.-p)-/sin(p'.-?)' 

dans laquelle p et p' feront considérés comme étant de 
même signe ou de signes contraires, selon que les cour- 
bures des surfaces suivant ab seront de même sens ou de 
sens opposé. 

Deuxième condition. — On satisfera h cette condition 
en exprimant que l'angle N'iN'' est décrit en vertu de œ, 
ou tout simplement de la composante wsiuA suivant £x, 
la composante suivant b'N ne faisant subir a feN' qu'un 
déplacement du second ordre 5 ce qui revient à poser 

TS^^^=(ùsinAdt. 

Soit NN'N" le triangle sphérique infinitésimal déter- 
miné par les noraiales èN, èN', b'N" sur la sphère de 
centre b et d'un rayon égal à l'unité, triangle que l'ou 
peut évidemment considérer comme rectiligne. L'angle N 
sera égal à p', — j3j si les angles zftN', //èW sont tous 
deux aigus ou oblus, ou à i8o" — ((B'^ — j3i) si Tun. est obtus 
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et Taulre aigu. On a ainsi, selon Tun ou Taulrc ca6, en re- 
marquant que N' N '' = w si n A dt^ 

w'sin' A£/f2= (i(^'^ '\'dfzç.i rf<prf(p' ces (p', — Pi ), 

ou, eu égard aux valeurs algébriques de ^<p, d<f\ et à la 
convention établie sur les signes de p, p', 

w' _ I / I 2 COS(P', — p.) 



d^ p'sin^(P.-pj p''sin'(p'.~p) pp'sin(p. — p)sin(p'.~pr 

Cette formule peut se mettre sous une forme plus simple ; 
car en remplaçant les sinus et cosinus de jSj — j3, j3', — j3 
par leurs valeurs en fonction des colangentes, on a 

w'sin'A /i i\2 fi ,^ ^, I ,„, nvl^- 

tlt- 
or l'équation (i) donne 

icot (p. -p) ~ -i COt(p. -. p).=: (^ - J^^COtp, 



par suite 



wsinA . /i I 



ds \p p'/ sinp 

5r 



ds 
La rotation o) et la vitesse -j du point de contact étant po- 
sitives, on devrait prendre, parmi les deux signes du second 
membre, celui qui en rend la valeur positive. Mais si Ton 
veut que cette formule donne le sens dans lequel le point 
de contact se déplace, il faut prendre tout simplement 

usinA / I I \ I 

'^ '""^^~" \p~7/ sinp' 

dt 

et des valeurs de signes contraires pour -r indiqueront 

que la tendance au roulement aura lieu d'un côté ou de 
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l'autre de la droite bx pour l'observateur couché suivant 
cette droite en ayant les pieds en h. En supposant que (S') 

soit, un plan ou que p' soit infini, -j est positif, le poijit 

de contact se transporte au bout du temps dt à droite de 

xb , comme on l'a supposé sur la figure, ce qui définit le 

ds * 

sens de ~ pour ses valeurs positives et par suite pour ses 

valeurs négatives. 

On peut arriver d'une autre manière à la formule (2). 
En effet, il est clair que les angles A 5c, A bc* peuvent être 
considérés comme égaux à l'angle z == Afcc, formé par Aft 
avec la trace icj, sur le plan tangent, du plan cbc\ puisque 
les angles cbcf = dl^ c^ bci = dX sont infiniment petits. Le 
déplacement angulaire cbc^ étant égal à (t)dt sin/, il vient 

d\ — fiV 



6) 



de= 



sini 



Soit d l'ange formé avec le plan tangent par le plan mené 
par l'axe, instantané OA et Z^&i ou. bc] le plan c^bc né- 
cessairement perpendiculaire kbA fait avec le plan tangent 
un angle égal à 90^ — 6 k un infiniment petit près, et Fan- 
gle trièdre déterminé par les droites bx^ bc^^ Ai, donne 

(X) cos/ = sinAcoscj^x = sinA cosp 

et 

sin A = cosi ces p -h sin/ sin p cosô, 
d'où 

(ft) sin A sin p = sinicosO. 

D'ailleurs on a, d'après le théorème de Meunier, 

ds p cos ds p' cas 



par suite 

fùdt / 1 



€ls \p p'/ cosdsini sin A. sin p 



,p ?') 
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Celte formule exprime que le déplacement angulaire infi- 
niment petit cùsin A ûni^dt de (S) autour de la perpendi- 
culaire, menée dam le plan tangent, à Vêlement commun 
aux courbes de roulement^ est égala la somme algébrique 
des angles de contingence de ces courbes, 

m 

112. Les courbes de roulement étant données, déterminer 
la position de Vaxe instantané. — La formule (i) donne 

icot(p.-p)-lcot(p'.^P) ^ 

cotB= ?- £ , 

II 

P P 

et permet ainsî de trouver la position du plan projetant de 
Taxe instantané sur le plan tangent, puisque les angles 
Pi — jS, p'j — (3 formés par la tangente aux courbes de rou- 
lement avec ses conjuguées sur les deux surfaces sont sup- 
posés donnés. . 

L'angle A peut être choisi arbitrairement et Ton peut, si 
Ton veut, le supposer égal à go*'. Taxe instantané étant 
dès lors compris dans le plan tangent. En se donnant la 

vitesse — • du point de contact, la formule (2) fera connaître 

la vitesse angulaire w. 

H3. Connaissant les éléments qui fixent la nature du 
inouuement de [S) sur (S'), déterminer les courbes de rou- 
lement, — Soient (fig- 52) by une droite menée dans le 

plan tangent en b, faisant avec bx un 
angle 5*, bm la direction de Télément 
commun aux courbes de roulement; 
m le point correspondant de l'indica- 
trice de (S); mT la tangente en ce 
point rencontrant bx au point ï 5 U le 
point de rencontre de bx avec la pa- 
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rallèle à hy menée pîir le point fw ; on a 
par suite 



sinp: bm 



et 

(3) 



sin(Ii. — p) br 



sin^, 



psm(f;, — pj bm.bT 



En considérant bm comme ayant le mèm-e signe que jO, et 
bT comme positif ou négatif selon que le point T sera 
d'un côté ou de l'autre du point fc, on- se conformera aux 
conventions établies plus haut. 

Nous avons maintenant à considérer trois cas : 

Premier cas. — La projection de Vaxe instantané ^ur 
le plan tangent tiest pas une asymptote de tune des 
deux indicatrices. 

Supposons que &y soit le diamètre de l'indicatrice de (S) 
conjugua à bxy et soit a le rayon de courbure de la section 
normale menée suivant cette dernière direction en valeur 
absolue^ on a 

/>V bmsin(S — ^y 
par suite 

sinp, _ 1 _ siD(<^— -p) 



(4) 



psin(p, — p) bm.bT asmS 



Dans le cas d'une indicatrice elliptique ou parabolique, 
il est clair que le signe de sin(3^ — (3) correspond bien à 
celui de sîn(/3, — 13), et il suffit dès lors d'attribuer à a le 
signe de p. 

Si l'indicatrice est hyperbolique, p sin (j3i — jS) ne change 
de signe qu'avec sin (5 — (5) • car p passe du positif au né- 
gatif avec sin(/3| — (3), lorsque ^<^d^ et sin (/3i — (3) 

1 1 



ce -> ■* 
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change de nouveau de signe lorsque, |cf restant négatif, ]3 de- 
vient supérieur à 5. 

La formule (4) est donc générale, et Ton a, en donnant 
à a et à son équivalent a' relatif à (S') les signes qui leur 
conviennent, 

I sin(^— p) __ _i_ sin(^^~-p) 
a sin^ a sin^' 

J' ayant pour (S') la même signification que à pour (S), 

d'où 

I I 

(5) langp = 



-COt(î ^cot^' 

a a 



0>> 



Désignant par i, h' les diamètres conjugués à a el^', 
pris avec leurs signes, on a 

(6) \ ^ 

^ ' I __ i_ sinM^'—P) . I sin» p 

Enfin rélimination de p, p', j3 entre les équations (a), 
(5), (6) conduit à la relation 

sin'(^ — ^) + (« — «') /isin'^î' — Isin'^^ 
^ ~~ sin (îsin(ÎVû'sin*^+ û'^sin^'^' zp 2ûfl'sin^ sin5'cos(^' — d")' 

qui fera connaître la vitesse du point de contact — • On 

remarquera que les conditions relatives au roulement ne 
dépendent que de la projection de co sur le plan tangent. 

Discussion. — i° Si J= 5', on a j3 = (î. Donc y si les 
diamètres des indicatrices , conjugués à la projection de la. 
rotation instantanée, coïncident^ les courbes de roulehient 
sont tangentes à leur direction. 



sinA 






»* •• • ^«^ . > 






* - » -„^ 
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Dans ce cas, p =z b^ p' = b\ la formule (a) donne 

ds wsin Asin <î 

» ' ■■■■-■■ • 

(U I I 

L'égalité j3 == î pourra être considérée comme ayant en- 
core lieu en général lorsque de plus on aura 5 = 5', quoique 
la formule (5) donne alors pour tangjS une valeur de la 

forme -î et il n'y aura indétermination que dans des cas 

très-particuliers. En effet, la formule (2) donne, dans Thy- 

pothèse actuelle, 

, . ^ w sin A . , - , 

ds sm S = sin^ dt^ 

I . I 

et l'on voit que si le roulement pouvait avoir lieu dans toutes 
les directions, le lieu des points de contact au bout du 
temps dl serait une droite parallèle à o) sin A. Or ceci n'est 
possible que si, aux environs du point de contact, le« deux 
surfaces sont réglées et même développables , puisque, par 
hypotlièse, nous avons admis que cosinA n'est pas une 
asymptote de l'indicatrice ; il faut donc que a = oo .^ a' = 00 . 

Si les surfaces ne sont pas développables, les formules 
ci-dessus donnent la loi du roulement des deux surfaces 
développables circonscrites dont la génératrice commune 
coïncide en direction avec wsin A, et qui louchent (S) et 
(S^) suivant un élément commun. Or il est clair que le 
mouvement de ces surfaces développables détermine celui 
de (S) et (S'); mais alors le point de contact de ces der- 
nières ne peut se mouvoir que dans la direction des courbes 
suivant lesquelles elles sont touchées par les précédentes, 
et Ton a forcément |3 = 5 comme dans le cas examiné plus 
haut où a est différent Aq a' . 

Si, de plus, b et h' sont égaux et de même signe, on a 

ds 

• — rr: 00 . 
dt ' 

1 I. 
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et SOUS le rapport géométrique le roulement est impos- 
sible ^ les deux surfaces s'osculent, s'emboîtent en quelque 
sorte au point de contact, et une rotation finie co autour 
d'un axe passant par ce point ne«peut produire sur le corps 
mobile un déplacement élémentaire du premier ordre. 

Pour bien voir à quoi tient cette impossibilité, considé- 
rons en particulier deux cylindres s'osculant suivant leur 
génératrice de contact, et concevons un plan normal à cette 
génératrice, coupant les surfaces suivant deux sections 
droites. Ces deux sections ne pourront rouler Tune sur 
l'autre en vertu de la rotation finie ot), puisque l'angle formé 
par les deux éléments qui succèdent à celui du contact est 
du second ordre, tandis que "le déplacement angulaire corf/ 
est du premier. Le roulement ne sera possible que dans le 
cas où la rotation se réduira à une accélération angulaire/:/ 

donnant lieu au déplacement élémentaire - iidt^ , 

Mais en se reportant à la nature physique des corps, cette 
impossibilité géométrique ne se réalisera pas, car les corps 
en contact se dépriment mutuellement d'une quantité finie, 
quoique très-petite, ce qui donne lieu au frottement de 
roulement^ et dès lors, aux environs de l'arête de contact, 
les surfaces ne sont plus continues comme nous l'avons sup- 
posé^ et les éléments superficiels des cylindres, succédant à 
la zone de contact ou de dépression, ne forment plus un 
angle du second ordre. Il suit de là que, dans les cas parti- 
culiers de la nature de celui que nous venons d'examiner, 
notre théorie géométrique est en défaut, ou les résultats 
qu'elle fournit ne sont plus admissibles comme approxima- 
tifs, puisque alors la compressibilité de la matière que nous 
avons négligée, comme il est permis de le faire en général, 
joue ici le rôle le plus important. 

Si 6 = X , è' = 00 , on a 

fts 
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et, en effet, les lignes suivant lesquelles le point de contact 
peut se déplacer sur les surfaces se touchent suivant des 
points d'inflexion en s'osculant, et l'on rentre dans le cas 
précédent. 

a° Si, S étant différent de S\ on a a= a', il vient j3 = o; 
mais il est clair que le mouvement est impossible, car la 
rotation wsin A ne peut faire rouler, l'une sur l'autre dans 
leur plan, les sections normales menées suivant la direc- 
tion de cette rotation. 

Deuxième cas. — La projection de Vaxe intanlané sur 
le plan tangent est une asymptote de l'une des indica- 
trices 4 

Admettons que bx soit une asymptote de l'indicatrice 
supposée hyperbolique de la surface (S), et soient w la puis- 
sance de cette courbe et S l'angle de ses asymptotes. L'équa- 
tion polaire de l'indrcatrice est 

I _ sinpsin(^ — p) 

d'où l'on tire 

, _ 2 w siri â 

Vp . sin p 
et la formule (3) donne par suite 

{3) I sinp. ^ sinfi 

^^' ' p sin(p — p.) 2/Msin^ 

Cette formule convient à tous les cas, car p sin (j3 — j3, ) 
conserve le même signe quand p passe du négatif au po- 
sitif. 

On a donc, en étendant à ni la convention ci-dessus sur 
le signe de a', 

sinp __ \_ siD((?^-~p) 
2 /;/ sin (î «' sind' ^ 
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d'où 



(a) langp = 



2/W . 

— - sin d 
a 



a 



Si la surface n'est pas réglée, on prendra la formule 



tang ^ = 



tf' 



1 zr: -7 cot 8' 



r désignant (HO, p. i5i) le rayon de cambrure de la courbe 
asymptotique de (S). 

Dans le cas où cette surface serait §aucbe, on emploierait 
l'équation 

ta„gp = cot3'- • 

^^ ' cos^g 

La discussion de ces formules offrant peu d'intérêt, nous 
ne nous y arrêterons pas, de même que nous ne chercherons 
pas le résultat de la substitution de la valeur ci-dessus de j3 
dans l'éqûalion (2). 

Troisième cas. — La projection de Vaxe instantané sur 
le plan tangent est une asymptote commune aux deux in- 
dicatrices, — Application aux engrenages sans glisse- 
ment. 

Soient m' la puissance positive ou négative de l'indica- 
trice de (S'), à l'angle de ses asymptotes^ on a, d'après les 
formules (i) et (j3), 

_sinp _ sinp 



m sin § m' sin 8' 
Si /«sinJ est différent de m'sin J', celte formule ne peut 
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êire satisfaite que par j3 = o : en d'autres termes, les 
courbes de roulement sont les courbes asymptotiques des 
surfaces. 

Ce résultat conduit à une explication très-simple de l'en- 
grenage sans frottement ou sans glissement attribué à 
White, mais imaginé par Hooke (*). 

Concevons que sur les cylindres primitifs, roulant l'un 
sur l'autre, on trace deux hélices de même sens, dont les pas 
soient proportionnels aux rayons de ces cylindres, et qu'un 
profil se meuve parallèlement à lui-même et perpendiculai- 
rement aux génératrices de chaque cylindre, en s'appuyant 
sur chaque hélice par Fun de ses points, où sa tangente est 
normale à ce cylindre \ on obtiendra deux surfaces ayant 
pour lignes asymptotiques les deux hélices qui ont été con- 
struites de manière à pouvoir rouler l'une sur l'autre 5 et 
comme la projection de l'axe instantané sur le plan tangent 
au point de contact de ces surfaces est dirigée suivant la 
tangente commune aux deux hélices, il s'ensuit que les deux 
filets hélicoïdaux rouleront l'un sur l'autre suivant ces 
courbes. 

Si l'on voulait construire un engrenage conique sans 
glissement, on tracerait sur les cônes primitifs deux lignes 
géodésiques telles, que les droites obtenues après le dévelop- 
pement des cônes pussent coïncider 5 on ferait alors mouvoir 
le profil normalement à chacune des lignes géodésiques di- 
rectrices. 

En substituant dans la formule (2) les valeurs de 



p'sin p 



p sin ^' 
tirées de l'équation (p) dans laquelle 011 aurait sup- 



( *) Voyez les Principes of Mechanism de M. R. Willis, et le Rapport de 
M. Poncelet sur les machines et outils employés dan% les manufactures fait 
à la Commission française du Jury international de FExpositioa universelle 
de Londres; 1867, H® vol., p. 23o. 
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posé (3=0, il vient 










ds 




ft)sin A 




wsin A 


dt~~ 


I 


r 




■- -y 

I I 


m sin 


$ m' sin 


S' 


r t' 



r, r' ayant les rayons de cambrure des lignes asymptotiques^ 
considérés comme étant de même signe ou désignes con- 
traires, selon les conventions établies plus haut sur les signes 
de p et pi. 

Si Ton suppose que m sin 5 el m' sin ô' soient égaux et de 
même signe, le roulement sera généralement impossible, 
quoique la formule (5) indique que /3 est indéterminé. En 
effet, sî l'on suppose ni sin 5 = m' sin 5' dans les formules 

qui donnent les valeurs de — r-r> , . ^, » de Téquation (3) 

^ p sin p p' sin p' ^ ^ ' 

on tire 

, . ^ w si« A m sin S , 

ds sin S = — r- dt. 

^ cot^'— cot^ 

L'élément ds sin (3 étan-t indépendant de |3, le Heu des points 
de contact au bout du temps dt se projettera sur le plan tan- 
geut suivant une parallèle à g) sin A *, ce qui ne sera possible 
que dans un certain nombre dé cas particuliers, compre- 
nant notamn^ent celui des surfaces gauches, le seul que nous 
ayons à examiner, pour lequel on a 



cos*«. cos'i;' 



v=;= sIXipL^^ u' =■ ^X'jjjx', étant des constantes^ e, e' les angles 
formés par le plan tangent commun avec les plans tangents 
de (S), (S'), aux points où la génératrice de contact est 
coupée par h's lignes de striction. Appelant n Tangle de ces 
deux derniers plans, on a 



s' 
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Cl 



v' 



COS'' s cos* ( s -h >î ) 

Celle relation devant être vérifiée quel que soit e, on en 
déduit V = v', y? = o. Donc les lignes de striction de (S), 
(S') coupent au même point la génératrice commune, et si 
les surfaces ont même plan langent en un point de la géné- 
ratrice de contact, il en est de même pour tout autre point 
de cette génératrice, ce qui est conforme aux résultats 
obtenus au n" 109. 

On voit ainsi que lorsque deux surfaces gauches peuvent 
rouler Tune sur Tautre en se raccordant, les puissances de 
leurs indicatrices sont de même signe ou la courbure des 
sections normales peu inclinées sur la génératrice de con- 
tact est de même sens. On peut s'en assurer directement, 
en faisant tourner autour de la génératrice un élément gau- 
che de manière que la courbure soit nulle dans le sens per- 
pendiculaire à cette génératrice. Que l'on déplace ensuite 
cet élément dans un sens ou dans Tautre, l'asymptote de 
rindicatrîce se portera à droite ou à gauche de la direction 
ci-dessus^ mais, dans les deux cas, le sens de la courbure 
aux environs de la génératrice restera le même. 

On remarquera que lorsque r/eux surfaces gauches peu- 
vent rouler Vune sur Fautrc^ la moyenne géométrique 
entre les rayons de courbure principaux en un point de 
la génératrice de contact est la même pour les deux sur- 
faces. On vérifie ainsi dans un cas particulier le théorème 
de Gauss sur les surfaces qui peuvent s'appliquer Tune sur 
l'autre, et qui devient évident pour deux surfaces quelcon- 
ques à courbures opposées en employant la considération 
de l'hyperboloïde osculateur. 

114. Relations entre les rayons de courbure y ^ y' des 
courbes de roulement et les angles d^ inclinaison (f et cp' 
des plans osculateurs correspondants sur le plan tangent 
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[,fië' 5 1 5 p. 1 55). — Les angles cf, cf' étant ceux que forment 
respectivement les plans ahc^ abc' avec le plan abx^'Q ayant 
la même signification qu'au n^ lH, Tangle trièdre formé 
par les droites iA, ic, ba donne 

cosA^r= cosAbacos abc ■+- sin A ba .sin abc cos ((f — ô), 

ou, comme l'angle abc est le supplément de — et en négli- 
geant les termes du second ordre, 

ds 
coiAbc== — cosA^a -\- sin A^a • — cos(© — ô); 

7 
on trouverait de même 

ces Abe^ = — cos A 6« -h sin A ^a • — cos ( (p' — ô), 

et comme les angles Aie, Abc' sont égaux, il en résulte 
Tégalîtë 

(6) - cos {(p — Ô) = — cos (<p' — &), 

7 7 

résultat que l'on peut énoncer ainsi : Les axes des cercles 
osculateiirs des courbes de rotdement en leur point de 
contact se coupent en un point situé dans le plan qui 
passe par l'axe instantané et la tangente commune aux 
deux courbes. 

Si les deux plans osculateurs sont normaux à ce dernier 
plan, la formule (6) est satisfaite d'elle-même, et y et y' 
peuvent être choisis indépendamment l'un de l'autre si 
l'on a le choix de la rotation instantanée. 

Dans tous les cas, il faut se rappeler qu'entre y^y\ p^,p' 
on a les relations 

(7) [TT" 

\ y = p sin cp. 

115. Relation cntie la rotation instantanée et les rayons 
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de courbure des courbes de roulement, — Supposons que 
jS, |3,, (3'j et 9 aient la même signification qu'au n° 111 et 
soient A, A' les angles y — ô, q)' — 0, formés par les plans 
osculateurs aux courbes de roulement avec le plan mené 
par leur tangente commune et l'axe instantané. Ou a 

,- = -sin(AH-Ô), 4- = -7sin(A'4-9), 

(8) {91 P r 

I I , 

- CCS A = — cos A . 

7 7 

La formule (â) devient alors, eu égard à la relation (f/) 
établie p. iSp, 

w — = -sm A-h 9) 7 s!n A'-4-e) . , . ^ 

1 r/^ I 7 ^ Y I sm A sm S 

(9) ^ -^ "^ - 

= [- sin (A 4- 0) — -!^ sin ( A' -h G)l -^-T^ 



ou 



w — - = sin (A -h ô) ces A' — sin (A' -+- ô) cos A 1 -; — :^ r 

as 7 cos A L JsmîCOsO 



9 



ou encore 



, , de sin (A — A') Vi . I . A I 

(10 w— = ^-—7-; ;=:l-SinA ^smA')-:— :• 

^ . ajf 7 COS A sin i \7 Y / siui 

Telle est la relation cherchée, dans laquelle on devra don- 
ner à A' le signe — , lorsque les deux courbes opposeront 
leurs convexités. 

Remarque. — Si A = 90°, on aura en généfal, d'après 
la formule (6), J\' = 90^, ou si la première courbe de rou- 
lement est une ligne géodésique du lieu géométrique cor- 
respondant des positions de l'axe instantané, l'autre courbe 
est aussi une ligne géodésique de l'autre lieu. D'où l'on 
déduit ce théorème : 
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Lorsque deux surfaces réglées roulent tune sur F autre 
en se raccordant^ toute ligne géodésique de la première 
roule sur une ligne géodésique de la seconde, . 

il H. Propriétés communes aux deux groupes de sur^ 
fa^es passant respectivement par deux courbes données ^ 
suiifant lesquelles toute surface du premier groupe roule 
sur une surface appartenant au deuxième. — Les seules 
données de la question sont les angles t, A, A' et les rayons 
y et /. 

L'équation (i) donne en vertu des relations (8) 

. ï sin(A-f-e)sinp, _ i sinf^ >f- Q) sinp', 

^'^ y sin(p.-p) -7 sin(p\-p) 

ou 

CCS A' sin (A -h 0) sin p, sin (p',— p) 

= cosA sin A' sin (A' -h 0) sin p'.sin ( p, — p). 
Si Ton pose 

Pi P = îf> P\ — P' = T^S 

TT et tt' étant aussi les angles formés par abbf avec ses tan- 
gentes conjuguées sur les deux surfaces, il vient, en élimi- 
nant^,,^',, 

cot7rcosA'sin(A -h B) — cotir'cosAsin (A' + G) 
= — cet p côs G sin (A — A'), 

vt comme, des équations (i) et (/ix) du n° 111, p. iSg, on tire 

coti 

COtP = T5 

*^ ces G 
il vient, pour la relation cherchée, 

!cot ir ces A' sin ( A -f- G ) — cot^r' cos A sin ( a' •+- G ) 
= — cet/ sin (A — A'). 

Cas particulier, — Cette formule n'est pas applicable au 
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cas OÙ A = 90^, A' = 90**, pour lequel les courbes de rou- 
lement sont des lignes géodésiques des lieux géométriques, 
roulant Tun sur Tautre, des axes instantanés. Ici y et y^ sont 
arbitraires et il faut remonter à Téquation (e) et y faire 
cette hypothèse; on obtient ainsi 



et eniin 



- (cot p -h cotîr) = — (cet p + cotTr) 



I I - / I I \ cot/ 

- COtTT ^-COtTT == — I j 



7 7 \l 1 I ^'^s0 
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CHAPITRE QUATRIÈME. 

DE L'ACCÉLÉRATION DANS LE MOUVEMENT 
DES SYSTÈMES INVARL\BLES. 



§ I*"". — De l'Accélération daivs le Mouvement des Fi- 
gures PLANES DANS LEUR PLAN, OU DES SySTÈMES INVA- 
RIABLES SE MOUVANT PARALLELEMENT A UN PLAN. 

117. SoienlO (//g". 53) le centre instantané de rotalîon 
pj 33 (le Ja figure plane à un instant 

quelconque-, co la vitesse angulaire 
correspondante dont nous suppo- 
serons le sens de la gauche vers la 
droite 5 O' la position du centre 
instantané au bout du temps dt^ 
et Cl) -f- ^0) la vitesse angulaire 
0' )i X correspondante; /w, m' les posi- 

tions d un point de la figure, contemporaine de 0,0'; r la 

00' 
distance wiO; U=--7- ce que nous pourrons appeler la 

vitesse du centre instantané. 

La rotation w -f- <ici), relative au point O', peut être con- 
sidérée comme se composant d'une rotation égale autour 
du point O et d'une translation 00'.(c«) -i- riw) = U^f .w, 
dont \p sens et la direction s'obtiendront en supposant que 
la droite qui représente U tourne de 9.70" autour deO dans 
le sens de w. 

La vitesse (co H- rfw) .Om' n'est autre chose que celle que 
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posséderait le point m au bout du temps dty s'il tournait 
effectivement autour du centre O supposé fixe, avec la vi- 
tesse variable w 5 en d'autres termes, elle se compose de la 
vitesse w.O/w et des accélérations élémentaires w^.Om.rfï, 

Orri' — 'dt dirigées respectivement suivant m O et la vitesse 

(ù.Om. 

Il résulte de là que l'accélération y de m se compose des 

accélérations w'r, r—^ wU, dirigées respectivement, vers 

le point O, suivant cor, et suivant la direction que prendrait 
V en tournant autour de O de 270** dans le sens de a> ; en 
d'autres termes : 

Dans le mouvement eï une figure plaiie dans son plan, 
r accélération d^un point quelcoîique se compose de celle 
qui aurait lieu si la figure tournait effectii^ement autour de 
son centre instantané supposé fixe^ ai^ec sa vitesse angu- 
laire instantanée variable, et dune accélération représen- 
tée par la vitesse du centre instantané^ que Von aurait fait 
tourner de ino^ dcens le sens de la rotation y multipliée par 
cette même rotation. 

118. Projections sur deux axes rectangulaires de T ac- 
célération d'un point de la figure. — Nous prendrons, pour 
plus de simplicité, la*direction Ox de U, et celle Oj de 
wU pour axes coordonnés. Soient e l'angle formé par Om 
avec 0^:5 x^y les coordonnées du point m; X, Y les com- 
posantes de l'accélération du point m parallèle aux axes : 
on a 

..r=rcos£, j=rsin£, 
puis 

fii ^ dt 

(i) < 

Y= — wVsm £ — r—- cosê -f-«U=:^ — w^r — x —- -f-wU. 
^ di -" dt 
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H9. Du centre des accélérations» — En posant 3^=0, 
Y = o, on obtient les relations 



«2 

atà 

dfù 

~dt U 



qui représentent deux droites perpendiculaires entre elles; 
Tune passe par le centre instantané^ l'autre coupe la direc- 
tion de la vitesse de ce centre en un point B dont Tabscisse 
est 



atù 
'di 

et celle de wU ou de Oj en un point A dont l'ordonnée est 

On voit ainsi que la projection C du centre instantané sur 
cette dernière droite est un point de la figure pour lequel 
l'accélération est nulle. 

Donc, dans le mouvement d*une^figure plane dans son 
plan y il y ay à chaque instant ^ un point unique de cette 
figure dont Faccélération est nulle. 

Nous donnerons à ce point le nom de centre des accélé' 
rations. 

Soient Xi^yi les coordonnées du point C •, en retranchant 
respectivement de la première et de la Seconde des équar 
tions (i)) les identités 

d(ii 

dtù 

^^^y^'-X,— =0) 



il vient 
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Y= —r^'ix — Xij — i'r — x,) — 



5 



et ces deux composantes sont évidemment celles qui résulte- 
raient de la rotation effective de la figure autour du point 
C, avec la vitesse angulaire variable ». 

Donc r accélération en chaque point de la figure est la 
même que si la vitesse et V accélération angulaires avaient 
lieu effectivement autour du centre des accélérations. 

De plus, r accélération d'un point quelconque fait avec 
le rayon mené du centre des accélérations à ce point un 
angle dont la tangente trigoriométrique est 



I y/%6 



fit \bij 



et qui, par conséquent, est la même pour tous les points de 
la figure. 

Si la vitesse angulaire reste constante, le centre des ac- 
célérations se trouve en A ^ on peut toujours supposer qu'il 
en est ainsi lorsqu'il is'agit de déplacements purement géo- 
métriques tels que ceux qui servent à définir la génération 
d'une courbe. C'est pourquoi nous donnerons au point Aie 
nom de centre géométrique des accélérations, même lors- 
que la vitesse angulaire sera variable, en conservant au 
j^oint C le nom de centre des accélérations. 

Le point A jouit d'une propriété géométrique très-cu- 
rieuse dont la découverie est due à M. Transon. Traçons 
en effet le celxlfe de centre À passant par le point O, et sup- 
posons constante la vitesse angulaire ; il est clair que Taccé- 
lération a)*,Am du point m est celle qui résulterait du 
roulement du cercle ci-dessus sûr la direclioh de U, en en- 
traînant avec lui la figure invariable. On voit ainsi que la 
tangente et la courbure de la trajectoire d'un point de la 

12 
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figure mobile peuvent se déduire de la considération du 
roulement d'un cercle sur une droite, qui détermine la cy- 
cloïde osculalrice de la courbe décrite. M. Transon adonné 
à ce cercle le nom de cercle de roulement (*). 

Si Ion parvient à construire le centre géométrique A, 

ou OA == - 9 on trouvera le point B, par suite le point C, 

&> 

en remarquant que 

OB = -— = -—. OA. 
dt dt 

120. De r accélération normale. — La composante nor- 
male y„ de Taccélération ç de m est la somme des projections 
de X et Y sur O /w, et Ton a 

r r r r 

OU 

(3) «pn = — wV -H wU.sin S. 

L'accélération normale sera négative ou positive selon 
qu'elle sera dirigée vers le point O ou en sens inverse. 
De la formule (3) on tire 

(4) r-f- ^ =- sms. 
U . 



Or— sin e est la projection de OA sur /% r + — est la dis- 

tance au point O de l'extrémité de la longueur égale à — 

comptée sur Om à partir du point m. On a donc ce théo- 
rème : 

Si VoîL porte à partir du point considéré, sur la droite 
qui le joint au centre instantané y et dans le sens de Fac- 



(*) Journal de Mathématiques pures et appliquées, t. X, p. iS/J. 
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célération normalcy une longueur égale au quotient de 
cette accélération par le carré de la vitesse angulaire, la 
perpendiculaire à F extrémité de cette longueur passe par 
le centre géométrique des accélérations, 

11 suffit donc de connaître Taccélération normale en deux 
points de la figure pour trouver le centre géométrique des 
accélérations, par suite la direction de U, et enfin le centre 
des accélérations si l'on se donne de plus Taccélération an- 
gulaire. 

Le lieu géométrique des points pour lesquels l'accéléra- 
tion normale est nulle, est représentée par l'équatiofi 

c'est donc le ceixile décrit sur OA comme diamètre. 

121. De r accélération tangentielle. — L'accélération 
tangenlielle (f^ est la somme des projections X et Y sur la 
perpendiculaire en m k 0/n, et l'on a 

■m^ =: X • ï • — = — — . W U — 

r r dt r r 

d<*i ' diii 

r=r r — «Ucose =r — «j^OAcoSf. 

dt dt 

On voit ainsi que /rt connaissance de V accélération tan- 

d (ù 
gentielle en un point suffira pour déterminer —^ tous les 

autres éléments étant supposés connus, ety en se reportant 
à ce qui précède, on reconnaît que pour troui^er le centre 
des accélérations, il suffît de connaître F accélérât ion nor- 
male de deux points de la figure et f accélération tan gen- 
tielle de Vun d^eux {*). 



(*) lirduclion des forces dUnertie de In jigure mobile. — Soient (//g^, 53) G 
!e centre de gravité de In figure, H le point où CG est coupée par la direc- 
tion de la résultanle des forces d'inertie, M la masse, MR- le moment d'iner- 

12. 
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Le lieu des points pour lesquels t accélération tangen- 
tielle est nulle, représentée par V équation 

est le cercle décrit sur OB comme diamètre. 

Ce cerclé et celui qui est décrit sur OA comme diamètre 
passent par le point C, ce que l'on pouvait prévoir à priori. 

Les formules qui donnent ^ „, cp, ne sont pas applicables 
au point O de la figure dont la vitesse est nulle; c'est ce 
qui explique pourquoi les cercles ci-dessus passent par ce 
point, quoique son accélération ne soit pas nulle. 

122. Le rapport de la vitesse angulaire à la vitesse du 
centre instantané, est égal à la somme ou à la différence 
des inverses des rayons de courbure des lieux décrits par 
le centre instantané dans le plan fixe et le plan de la 
figure, selon que ces lieux opposent ou non leurs cons^exi- 
tés, — Soient F, Y' les rayons de courbure de ces deux lieux 
en leur point de contact, correspondant aux angles de con- 
tingence ^x^ ^z'- 



lie par rapport à G, de la figure mobile, R étant ce que Ton nomme le rayon 

degyration correspondant au point G. La résultante des forces d'inertie, la 

même que si toute la masse était concentrée en G, a pour composantes 

dcii 
Mcj'.CG suivant CG et M — • CG perpendiculairement à cette direction. Si 

Ton remarque que, d'après une propriété connue, le moment d'inertie par rap- 

port à G est M(R'+ CG ), en prenant ce point pour centre des moments 
et égalant le moment de la résultante à la somme des moments des com- 
posantes relatives aux molécules qui constituent la figure, il vient 

M lîi . CG x'CH = M ( R' -f Cg') 4^, 

al ^ dt 

d'où 

^" = CG' 

ee qui détermine complètement la résultante des forces d'inertie. Ces consi- 
dérations peuvent être utiles dans la théorie des machines. 
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Ces deux lieux roulant l'un sur l'autre, celui de la figure 
mobile tourne autour de leur point de contact, dans le 
temps dt^ de Tespace angulaire dy(^ -1- ^x' ^^ ^X — ^x'? 
selon que ces courbes opposent leurs convexités ou qu'elles 
sont intérieures Tune à l'autre^ on a par suite 



&) 



rhr:=dx±dx\ 



et comme 



il vient 



dy , dy' 

T' ___ A» -rit __ /v 



&) 1,1 

— = — ± 5 

U r r' 



ce qui est conforme à l'énoncé. 
On déduit de là 

U _ rr' 

et l'on reconnaît, par une construction simple, que le se- 
cond membre de cette égalité représente la portion de la 
tangente commune aux deux cercles osculateurSj en leur 
point de contact^ limitée par le rayon mené du centre de 
Vun de ces cercles à V extrémité du rayon de ïauire per- 
pendiculaire à la ligne des centres. 

Si la courbe fixe se réduit à une droite, on a 

r = oo 
et 

w 

Donc, lorsquune courbe roule sur une droite , son centre 
de courbure coïncide at^c le centre géonié trique des accé- 
lérations. 

123. Construire le rayon de courbure de Vépicycloïdo 
/7/a//e>, c'est-à-dire de la courbe décrite par un point déter- 



Fig. 54. 
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miné du plan d'une courbe mobile qui roule sur une 

courbe fixe. 

Supposons, par exemple, que les deux courbes opposent 

leur convexité (fig^ 54 )? et que la rotation instantanée Cf> de 

la courbe mobile a^ b\ autour de son 
point de contact O avec la courbe fixe 
ab^ah lieu de la gauche vers la droite, 
comme nous l'avons supposé jusqu'ici. 
Soient d\ d les centres de courbure 
en O de a b\ ab^ R le point de ren- 
contre de la circonférence décrite sur 
dd^ comme diamètre avec le cercle os- 
culateur en O à <2'i'^ C la projection 
de R sur d^d. On a^ d'après une pro- 



a' 



a 




priélé connue dii cerelo, 



d'C = 



r 



IT' , U 



par suite C est le centre géométrique des accélérations. 

Soient m le point décrivant, h la projection de C sur O/w, 
p le rayon de courbure cherché^ l'accélération normale de 

la trajectoire de m étant m* . , on a, d'après le n** 120 

ou la formule (4)9 



Om 



d'où 



r= m/iy. 



Om 



mh 



Soit I le point de rencontre de G A, prolongée s'il le faut, 
avec la circonférence de centre m et de rayon Oot^ je joins 
ml et j'élève en I, à la droite /wl, une perpendiculaire qui 
rencontre la direction de Om au point L5 ce point, d'après 
la formule précédente, est le centre de courbure cherché. 
Nous donnerons plus loin, comme cas particulier d'un 
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problème général, une construction un peu plus simple du 
rayon de courbure des épicycloïdes. 

124. Construire le rayon de courbure de la ligne décrite 
par ufl point d*une figure mobile dont deux points sont 
assujettis à parcourir deux courbes données, — Soient A 
et B {fig* 55) les points de la figure assujettis à décrire les 

deux courbes données A«, Bij 
S le point de rencontre des nor- 
males en A et B, qui est le centre 
instantané de rotation 5 C et D les 
centres de courbure relatifs aux 
D points A et B des lignes Aa, Bfe: 
l'accélération normale en A est 



Fig. 55. 




AS 



co* — ^ • Soient E l'un des points 

AU 

d'intersection de la circonfé- 
rence décrite sur AC comme 

diamètre avec la circonférence de centre A et de rayon 

AS, F la projection de E sur CA. On a 

AS^ 



AF = 



AC 



et la perpendiculaire en F à SA renferme le centre géomé- 
trique des accélérations (120). La même construction ap- 
pliquée au point B achèvera de déterminer ce centre M. 

Soient m le point qui décrit la courbe considérée, P la 
projection de M sur m S, p le rayon de courbure cherché. 
. On a (120) de même que dans le problème précédent, 



P = 



"wP 



et une construction identique aux précédentes permet de 
déterminer le centre de courbure (*). 



(*) Bobillier a donné, dans sa Géométrie, une construction différente de 
la précédente, et que M. Mannheim a reproduite dans un intéressant Mémoire 
inséré au XXXVII* cahier du Journal de l'Ecole Polytechnique^ 
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La méihode que Ton vieut d'indiquer s'applique notam- 
ment à la déterminalion du rayon de courbure de la courbe 
à longue Inflexion du parallélogramme de Walt, à l'ellipse 
décrite par un sommet d'un triangle dont deux autres som- 
mets s'appuient sur deux droites, etc. 

Il est bon de remarquer que lorsque l'une des lignes di- 
rectrices se réduit à une droite, Faccélération nortnale 
correspondante étant nulle, le centre des accélérations se 
trouve Si^r cette droite. 



125- Des propriétés géométriques de la chaînette, — 
La chaînette est la courbe qu'affecte librement un fil pe- 
sant dont les deux extrémités sont attachées à deux points 
fixes. Cette courbe est identique au lieu géométrique des 
positions du foyer d'une parabole qui roulerait sans glisse- 
ment sur une droite fixe. Nous admettrons ce fait, et nous 
chercherons à déduire les propriétés géométriques de la chaî- 
nette, de ce mode de génération. 

Soient (fig. 56) F le foyer de la parabole, 4^ sou para- 
Fig. 56. mètre, m son point de contact 

avec la droite fixe mx, o) la 
vitesse angulaire autour du 
centre instantané m 5 l'accélé- 




ration normale de F est w* 



¥m 



Dans le cas actuel (122) le 
centre de courbure C de la pa- 
rabole est le centre des accélé- 
rations, et si D est la projection 
de C sur le prolongement de 

mF, l'accélération normale de F est, Cf)*.DF. Or on sait 

(50) que 



donc 



En d'autres termes : 



DF= m¥; 



rj = m F. 
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Dans la chaînette, le rayon de courbure est égal à la 
normale. 

Soient A le sommet de la parabole^ AK la tangente à ce 
sommet passant, comme on le sait, par le pied K de la per- 
pendiculaire abaissée du foyer sur la tangente en m\ F m' le 
rayon vecteur faisant avec F m l'angle <ùdt'^ mn l'arc de 
cercle ayant F pour centre et F m pour rayon, limité par 
Fw, Fm': FR' la perpendiculaire abaissée du foyer F sur 
la tangente en m' 5 KA la perpendiculaire abaissée de K sur 
FK'. L'arc élémentaire décrit par F dans le temps dt est 

d'autre part, l'angle KFA est égal à Tangle mFm', cela ré- 
sulte des égalités d'angles 

AFK. = KFw, AFK' = K' F/»'; 

d'où l'on déduit, en égalant les n\esures de ces angles, 

Kh.Fm 
mn = — — — — • 
FK 

Or l'angle ARK' étant égal à AFK = KFm, comme ayant 
le côtés perpendiculaires, les triangles rectangles KF/w, 
KAR' sont semblables et donnent 

FK. 

F/w 
d'où 

afn = J^}^\ 

Soit RJ la perpendiculaire abaissée du point R sur Fm; 
on a, en se reportant aux propriétés de la parabole, 

KJ =r AK, FJ = AF = tf ; 

de sorte que l'accroissement élémentaire de Tare est égal à 
Taccroissement correspondant de la perpendiculaire abais- 
sée du pied R de l'ordonnée F^R de la chaî'nettc sur la nor- 
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maie Fm. Si donc on compte l'arc à partir du sommet B 
ou du point le plus bas de la chaînette, point pour lequel 
le sommet de la parabole se trouve sur la droite fixe et la per- 
pendiculaire KJ est nulle, on a 

KJ = arcBF, 

ou, en abaissant du point K la perpendiculaire KH sur la 
tangente à la chaînette, 

arcBF = FH. 

Donc, dans la chaînette^ l'arc compté à partir du som- 
met est égal à la projection sur la tangente de l ordonnée 
correspondant à P autre extrémité de ïarc. 

Le point H appartient à la développante de la chaînette, 
courbe à laquelle on a donné le nom de tr actrice. 

Si Ton représente par s ^ly l'arc BF et l'ordonnée FR, 
en prenant pour origine des coordonnées la projection O 
de B sur mx, le triangle rectangle FKJ donne 



Proposons-nous maintenant de déterminer Taire de la 
chainetle limitée par deux ordonnées quelconques et la 
droite mx. L'aire élémentaire comprise entre FK et l'or- 
donnée infiniment voisine est égale au produit de FK par 



(*) Il est facile de trouTer l'équation de la chaînette. Remarquons en 
efl'et que 

FH = KHtangHKF, 
ou 

dr 
d'où 

Cl 



^ \ a a ], 
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la projection sur Kx de T élément d'art décrit par le point 
F ou par la projection mç de m/?. 

Or les deux triangles rectangles mnç^ FKJ ayant quatre 
côtés perpendiculaires deux à deux donnent 



mq 


mn . FJ 
FK ' 


FK.mq 


— mn,a 



d'où 



Ainsi l'accroissement élémentaire de Taire BOFR est 
proporlionnel à l'accroissement correspondant de l'arc; 
d'où l'on déduit que cette aire est égale à as. Donc Paire de 
la chaînette comprise entre r ordonnée du sommet et une 
autre ordonnée est égale au produit de la première ordon- 
née par l'arc intercepté. 

Nous terminerons en indiquant les deux prop ri étés' géo- 
métriques principales de la tractrice. 

Prolongeons HF jusqu'à sa rencontre L avec- Ox] HL 
sera la normale N de cette courbe, et si l'on désigne par R 
son rayon de courbure FH, on a, dans le triangle rectangle 
FKL, 

HR=^ = HLXFH, 
d'où 

Donc, datis la tractrice le rayon de courbure varie en 
raison inverse de la normale, 

. Soient P la projection de H sur FK, j' Tordonnée KP 
du point H, y représentant toujours FK; le triangle FHK 
donne 

y = — 

D'où il suit que la tractrice passe par le point B et qu'elle 
est asymptotique à Ox, puisque y croissant indéfiniment, 
y^ a pour limite zéro. 
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Les projections de rélément d'arc, décrit par H, sur Ox 

et Oj^ sont proportionnelles à nq et mq^ puisque cet élé- 

^ ment est semblable et perpendiculaire à mn ^ elles sont ainsi 

dans le rapport :p^ ? de sorte que Taire élémentaire en H 

comprise entre deux ordonnées consécutives est égale à la 
longueur PK multipliée par le produit de raccroîssement 

de cette ordonnée par le rapport r^zr- Les triangles sembla- 
bles HPK, FKm donnent 

Or HP, multiplié par l'accroissement élémentaire de PK, 
est évidemment égal à l'aire élémentaire du cercle décrit du 
point O comme centre avec un rayon égal à HK = a, et 
comprise entre le diamètre Oj et deux parallèles consécu- 
tives à Ox. D'où il suit que Vaire de la tractriccy limitée 
pav deux ordonnées^ est égale à celle que déterminent dans 
le quart du cercle d'un rayon égal au paramètre de la 
chaînette les abscisses correspondantes^ et que Faire indé- 
finie comprise entre Oj^ Ox est équis^alente à la surface 
du quart de cercle, 

126. Lorsqii une figure plane se meut de manière qiCune 
courbe tracée dans son plan mobile reste constamment 
tangente à une courbe fixe^ la projection, sur la normale 
commune^ du centre des accélérations est^ en allant vers 
le centre de courbure de la courbe fixe, à une distance 
du centre de tourbure de la courbe mobile égale à une troi- 
sième proportionnelle entre la distance de ce dernier point 
au centre instantané de rotation et celle des centres de 
courbure des deux courbes, — Si la courbe mobile se ré- 
duit à une droite, la projection ci-dessus du centre des ac- 
célérations est, en allant vers le centre instantané, à une 
distance du point de contact égale au double de la dis tance 
de ces deux points augmenté du rayon, de courbure de la 
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courhe fixe pris en sens îni^erse. — Supposons (fig- Sy), pour 
Fig. 57. fixer les îdées, que la courbe fixe ab et la 

courbe mobîle a'i' opposent leurs con- 
vexités*, soient A leur point de contact; 
C, G leurs centres de courbure respectifs; 
O le centre instantané de la figure mobile 
situé sur la normale commune CC aux 
deux courbes; Ai, A', les points de ces 
courbes qui doivent se trouver en con- 
tact au bout du temps dt : on a 

C'A, = C'A, CA = CA,. 

A la fin de l'intervalle rff , C vient se placer en C, sur la 
direction de CAi, et comme CC, = CC, C est le centre de 
courbure en C de la trajectoire décrite par ce point. L'accé- 




lération normale du point C étant w 
OC» 



OC 



^^>, en portant 
C'I = ^~;7- de C vers A (120), la perpendiculaire en I à CC 

KjXj 

passera par le centre des accélérations. 

Lorsquea'fe' se réduit à une droite, C se trouvant à Tin- 
fini, le raisonnement ci-dessus doit être modifié. Mais si Ton 
remarque que 

' AC AC 



AI = AC — 



OC 
AC -f- AC 



=:(AC — OC) 



=:A0 



AC -h OC 



AC'-HAC AC-hAC 
2AC 



I + 



AC 
AC 



14- 



AC 



: AC 



il vient, en supposant AC infini , 

AI = 2OA 4- AC, 

ce qui est conforme à la seconde partie de l'énoncé. 

Remarqiie. — Le théorème ci -dessus subsiste encon^ 
lorsque la courbe ab se réduit à un point fixe ; il suffit d'y 
supposer que C se confond avec A ou que AC = o. 
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127. jé pplications . — Construire le rayon de courbure : 
1° De la conchoïde, — Reportons-nous au n'^ 79 et à la 

Jig. 22, p. 85. En portant sur la perpendiculaire OT à Oc, 
à partir du centre instantané T, TQ = OT, on obtient la pro- 
jection Q sur cette droite (126), du centre des accélérations ; 
et comme ce même centre se trouve sur la droite directrice 
ch (124), il est complètement déterminé, et Ton construira 
le rayon de courbure en a, 6, comme on Ta vu plus haut. 

2° De la cissoïde, — La même construction s'applique 
à la cissoïde. Le centre des accélérations (même figure) 
s'obtient en portant, à partir du centre instantané S, SK=SO 
sur la perpendiculaire en O à Ofe, et élevant à OK au point 
K une perpendiculaire dont le point de rencontre avec ch 
est le centre cherché. 

3® De la courbe engendrée par le sommet d un angle 
constant dont les côtés restent tangents à une courbe fixe. 
— Soient {fi g' 23, p. 85) R et H les centres de courbure de 
la courbe fixe en « et c ; je porte à partir de O sur Oa et O c 
des longueurs respectivement égales, mais de sens opposé, à 
OK, OH; les points Kl , Hi, ainsi obtenus, sont les projec- 
tions du centre des accélérations sur Oa etOc^ car, par 
exemple, 

ûR, = flO— (ûK — ûO) = 2/zO--iiK. 

Ce qui est conforme à la seconde partie de l'énoncé du nu- 
méro précédent. Le centre des accélérations étant construit, 
on en déduira sans peine le rayon de courbure du lieu dé- 
crit par le sommet m, 

128. Construction du centre des accélérations d'une 
bielle dont la manivelle est animée d^un moui^enient de 
rotation uniforme, — Reportons-nous au n*^ 81 et à la 

fig. 24, p. 86. La vitesse angulaire instantanée autour de S 

ayant pour valeur 

OA 

w. — - 9 
AS 
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1^ projection H du centre géométrique I des accélérations 
sur OA sera donnée par 



OH 



w^.OA AS 



-7 9 



, OA' OA 

«'• 

AS' 



expression qu'il est facile de construire; et comme l'accélé- 
ration normale est nulle en B, le centre géométrique I se 
trouve sur la direction de BO, et il est par suite complète- 
ment déterminé. 

Connaissant le point I, et sachant que l'accélération lan- 
gentielle est nulle en A, l'application de la méthode indi- 
quée au n° 121 permettrait de trouver le centre C des 
accélérations; mais il est plus simple d'opérer comme il 
suit. Le cercle décrit sur IS comme diamètre, lequel passe 
par les points H et B, contient le centre C, puisque c'est le 
lieu des points pour lesquels l'accélération normale est nulle. 
Or l'inclinaison de l'accélération de chaque point de la 
bielle sur le rayon correspondant partant de C est constant, 

de sorte que angle OAC = ABC, ou ACB = SAB. Le point 
C se trouve donc sur l'arc ou le segmeiït capable de l'angle 
SAB décrit sur AB et le problème est résolu. 

La même méthode de recherche est applicable au sys- 
tème du parallélogramme, manivelle, balancier et bielle 
des machines de Watt, A la coulisse Stephenson, etc. 

§ IL — De l'Accélération dans le Mouvement d'un 

SYSTÈME INVARIABLE AUTOUR d'uN POINT FIXE. 

« 

129. V accélération en tout point d'un système inv^a- 
riable mobile autour d'un point fixe se compose : i** de 
V accélération centripète relative à Vaxe instantané ^ 2^ de 
r accélération due à l'accélération angulaire, — Soient 
OA, OA' deux positions consécutives de l'axe instantané 
passant par le point fixe O; w, m' les positions correspon- 
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dantes d'un point du système ; r leur distance à OA ; w, 
(f) -h rl(t> les vitesses angulaires autour de OA, OA'; a Tac- 
oélération angulaire; p et p -^ dp les distances de m, m' à 
la direction dç cette accélération. 

La rotation w -+- /Y w autour de OA' se compose de la 
rotation co autour de OA et de la rotation <xdt'^ en d'autres 
termes, en négligeant les quantités du second ordre, la vi- 
tesse en m' est la résultante de cor autour de OA et de 
a (p -^ dp)dt = apdt. Or la composante cor de la vitesse 
du point décrivant m' est, comme dans le mouvement cir- 
culaire uniforme, la résultante de la vitesse qu'il possédait 
en m, et de l'accélération élémentaire oi^rdt^ dirigée sui- 
vant r de m vers OA. 

D'où il suit que l'accélération du point m se compose 
des deux accélérations co'r, ap; ce qui est conforme à 
l'énoncé. 

Considérons maintenant un corps dans son mouvement 
le plus général et supposons qu'on lui imprime une vitesse 
et une accélération égales et contraires à celles de l'un de 
ses points O, de manière à réduire ce point au repos. Le. 
système tournera alors autour du point O comme s'il était 
fixe. D'où l'on déduit que 

L'accélération en chaque point d^un système invariable, 
dans son mou\^cment le plus général, se compose de 
l'accélération d\in autre points de Faccélération centri- 
pète due à la rotation autour de F axe instantané passant 
par ce dernier point et de l'accélération due à l'accéléra- 
tion angulaire, 

130. Projections sur trois axes rectangulaires fixes ou 
mobiles ai^ec le système de V accélération d\in point quel- 
conque de ce système^ supposé mobile autour de F origine 
des coordonnées, — Continuons à représenter par n, p, q 
les composantes de la rotation instantanée suivant les axes 

Ox, Ojr^ O^, -7-5 -j-i -7- étant les composantes correspon- 
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dantes de Faccélératicm angulaire. Soient x, y^ z les coor-^ 
données du point considéré. Nous avons déjà trouvé pour 
les composantes relatives à l'accélération angulaire (95) 

dp du . 

z —, Y -r suivant Oj:^ 

de ^ dt 

dq dn . ^ 

.V -~- — z —- suivant Or> 
dt dt *^^ 

dn dp 

Y — ^ — suivant Oz, 

-^ di dt 

Il nous reste à obtenir les composantes de Faccélération 
centripète. Soient, à cet effet {^g^ 34, ?• m) '^P la per- 
pendiculaire abaissée du point m sur Vaxe instantané de 
rotation, a, P^ y les angles formés par 0/7 avec 0,r, Oy^ 

Or. On a 

n ^ p q 

COSa = — » COSB=:— 7 COS7=-^> 
Cl) 6) &> 

et, d'après un théorème connu, 

O/? = j: ces a + ^ CCS p ■+- a C0S7 . 

La projection de l'accélération centripète o)* wp sur Ox est, 
par suite, 

«'[(^cosaH- jcosp + ZCOS7) CCS a — x\ =: n^x + npy + nqz — «^.r 

= — (/?' -H g'*) a: -f- npj + nqz. 

Appelant 4>jp, <I>^., 4>, les projections de l'accélération io~ 
taie 4> du point m sur les axes O.r, Oy^ O-z, il vient 

dp dq , ^ ^. 

^»=z-^^y -^ — (p^ -^ q') x ^ npx -^ nqz, 

et par analogie 

dq </« , , .. 

<ïy=;r-^ — z — — {q' -^ n^) X -^ pqz -h pnx, 

dn dp , ^ . 

<ï>, = j — — or -^ — (/!» -h />^) 2 + qnx -h qpy. 

i3 
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On trpuverait facileaient, en partant d^e là, \e$ accéléra- 
tions normale et tangentielle ; n^ais \çs formules al1xq^^lle8 
on serait conduit ne devant nous être d'aucui^ç utilité, naus 
ne nous y arrêterons pas. 

131. Projections sur trois axes rectangulaires mobiles 
as^ec le système de. V accélération ^ d^un point quelconque 
de ce système^ quelle que soit d^ ailleurs la nature de son 
moui^ement, — Pour avoir ces projections, il suffit d'intro- 
duire respectivement dans les seconds membres des for- 
mules pi^écédentes, \çs composantes Y,., Y^, Y, de V accé- 
lération V d,€ l'origine des coo^i'données. 

Mais ei;i général V sera donné ps^v ses projections ^x? ^\-> 
^2 sur trois axes de directions fixes OX, OY, OZ> et pour 
avoir les expressions de Y^., Y^, ¥„ il faudra avoir recours 
aux formules de transformait ion (i) du n° 93 : 

V^=^x(cos cp cos^l^ +sin ^ sin -^ ces 0) + Vylsin y cos -^ — ces (p sin cp cos B) 

+ ^zsinGsini}', 

H'^=Tx(cos<psinTj; — sinçcos4'COs9)^-V'ï(sin«psin^^-f-coS(pcos•^|;cosô) 

-h Y^sin9cosip, 

Y,= Yxsin(ï)sinô — H^YCosysinô -+- ¥zcos9. 

H ne faudra pas perdre de vue que n^ p^q sont des fonc- 
tions de (p, ^^ 0, t^ déterminées par les formules (3) du 
n«98(*). 

132. Rayon de courbure de Vépicycloïde sphérique, — 
On sait <jue l'épicycloïd^ spl\érique est la courbç décrite 
par un point relié invariablement à un cône de révolution 
qui roule sur un autre cône de révolution de mêoœ sommet. 



( " ) Voyez la Note 1 placée, à la fin du volume, relative à rapplication des 
formules établies dans ce numéro et les, précédents, au problème de la rota- 
tion des corps. 



CINÉMATIQUE I 



193 



Soi€mt {fig. 58) S In 
Fig, 58. 



(imet des cènes, Si leur arête dé 

comact à l'instant considéré, 

Ss' l'aiète suivant la<|U(1!e a 

/•> I lieu le contact au bout du 

^ Icmps /■//, en supposant ainsi 

qjfe la rotation instantanée w 

a lien do )a droite vers la gau- 

elle pour l'observateur concbé 

y^ suivant Ss en ayant les pieds 

"■, en S; m le point décrivant, 

\ Sm = i le rayon de la sphère 

\ sur laquelle ce point trace l'é- 

picycloïde, y l'angle formépar 

lerayonSw avecS^, e l'angle 

d'inclinaison du plan zSm, 

uormal à la courbe, sur le plan 

* normal aux cônes suivant Sz. 

Comme on peut supposer que ta rotation instantanée u 

est constante, l'accélération angulaire a est perpendiculaire 

à Sz, et l'angle sSz' =:-d'^ est mesuré par — ■ 

L'accétératiou angulaire a: se décompose en deux autres : 
l'uneasinE parallèle à la perpendiculaire nip abaissée du 
point m sur Sz, l'antre acose perpendiculaire au plan 
zSm. Elles donnent respectivement les accélérations 
— asin«.S/i= — a;c0S7Sin<, aicost, 

dirigées, la première, mesurant l'accélération tangentielle, 
suivant la vitesse o)r du point m, et la seconde dans le 
plan Sz'n. Cette dernière a pour composantes 

— ofcosïcosy suivant mp. 
La composante totale de l'accélération suivi 
S ^oi'mjB — a^cost COS7 ^w-lùrtf — ai 



t mp est donc 
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et la résultante de S et de Z sera raccélération normale du 
point m. 

Si donc on appelle p le rayon de courbure de l'épicy- 
cloïde, â l'angle que forme sa direction ml avec Sz^ on a 



P = 



&>'i'sin'7 



/. a} ^ a 

i / sinN -\ — - cos^s — 2 --cos6.sin7C087 

y w' vr 



a . 

tangd = = 0017. 

a . a 

— cosssm7 -- COS8 

Il suflit d'ailleurs de connaître la direction de ml pour 
déterminer p, puisque, d'après le théorème de Meunier, le 
centre de courbure est la projection de S sur la direction 
de ml. Ainsi le tout se réduit à construire Tangle î et à 



trouver une interprétation géométrique de — • 

Soient r, r' les rayons de courbure principaux des cônes 
au point p'^ d-^^ d-^ les angles formés par deux plans tan- 
gents consécutifs aux mêmes surfaces. On a, selon que les 
deux cônes sont extérieurs ou intérieurs Tun à Fautre, 

(adt= d-^ db dy^ ; 

d'ailleurs 

aa^ = wrt\I*, r= — ; — , r = — - , 1 

A' on Ton déduit 

a rr' 



w^ 



S/?(r±:r') 



rr' 

Or . . représente la portion de la tangente commune 

aux deux cercles osculateurs de rayons F, F', déterminée 
par la droite qui joint le centre de l'un d'eux à l'extrémité 
du rayon de Fautre mené perpendiculairement à la ligne 
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des centres j par suite —^ est la tangente trigonométrique de 

l'angle ri formé par Sz avec la droite qui joint le sommet 
des cônes à rextrémité ci-dessus de la tangente. Cet angle 
étant supposé construit, il vient 

^ COSïJ 

tango = cotv, 

° cote ' 

formule qui permettra de iracei* graphiquement la direction 
de inl, 

§ III. — De l' Accélération dans le Mouvement 

LE PLUS GÉNÉRAL d'uN SYSTÈME INVARIABLE (*). 

133. Nous avons trouvé au ii*' 129 l'expression de l'ac- 
célération d'un point quelconque du système, en fonction 
de l'accélération d'un autre point déterminé de ce système. 
Cette expression, qu'il est indispensable de connaître dans 
l'étude de la mécanique, ne permet cependant pas d'étudier 
toutes les propriétés géométriques du mouvement et de re- 
tomber comme cas particulier sur les théorèmes démontrés 
relatifs au mouvement d'une figure plane dans son plan. 
C'est pourquoi nous allons chercher à mettre l'accélération 
sous une autre forme, en n'y faisapt entrer que les élé- 
ments relatifs à l'axe instantané de rotation et de glisse- 
ment. 

Nous appellerons vif esse orthogonale de l'axe instan- 
tané de rotation et de glissement, la plus courte distancé 
entre deux positions consécutives de cet axe, rapportée à 
Tuinité de temps. 

JJ accélération de glissement sera pour nous l'accéléra- 
tion relative à la translation parallèle à l'axe ci-dessus. 



( * ) y oyez mon Mémoire sur le mouvement le plus général d'un corps 
solide,, inséré au XXWIl® cahier du iournal de l'École Polj^iechninue. 
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Enfin il nous arrivera, pour abréger le langage, d'appeler 
axe des vitesses Taxe instantané de rotation et de glisse- 
ment. 




134. Expression de V accélération. — Soient (fig» 09) 
Oa, O'a' deux positions consécutives de l'axe instantané 
de rotation et de glissement; 00' leur plus courte distance 

^*e ^9- dont la position, dans le 

cas du parallélisme, peui 
être choisie arbitraire- 

ment: U = — r- la vitesse 

orthogonale de Taxe; co, 
iù -h d(ù les vitesses angu- 
laires instantanées autour 
de Oa et O'a', dont nous 
supposerons le sens de la 
gauche vers la droite, pour l'observateur placé suivant O a, 
O'rt', en ayant les pieds en O et O'j Q, Q' les vitesses de 
glissement consécutives suivant Oa, .O'/i'; « et 1/ les accé- 
lérations angulaire et de glissement. 

Par le point O menons Ob parallèle à O'a'. La rotation 
(ù -f- dtù autour de O'a' peut èire considérée comme la ré- 
sultante d'une rotation égale autour de O A, et d'une trans- 
lation suivant la perpendiculaire O^^ au plan a'OO', 
représentée par (co -h d(ù)00^ = l](ùdt en négligeant les 
termes du second ordre. La position de O/n sera détermi- 
née en supposant que Ton fasse tourner OO' ou U de 270^ 
autour de Oa dans le sens de w; Om est d'ailleurs paral- 
lèle à Tintersectiou du plan aOb avec tout pjan perpendi- 
culaire à Oa. 

La rotation (ot) + ^ot)) autour de OA, se compose de la 
rotation o) autour de Oa, et de la rotation adt autour d'une 
droite Op de position déterminée. 

Enfin la translation Q' suivant O'a' se compose de la 
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iii'anslàtiOil Q parallèle à Oa et de la translation udt paral- 
lèle à O9. 

Soietît M, ]VF lés positiotis d'un point dû système, cor- 
rtîspondanl à celles O^, O'^^ de Taxe instantané de rota- 
tion et de glisisement -, v la distance de M, ^il' a Ôa; 
p^p '-\- dp les distances de ces mêmes points à l'axe de 
raccélération angulaire. Il résulte de ce qui précède, et en 
négligeant les termes du second ordre, que la rîteéscf dé M' 
est Ja résultante de &) r^ « (/? -f- dp) dt = xpdt^ U w dt., U, udt ; 
or si l'on cotisidère M, M' en projection sur un plan per- 
pendiculaire à Oa, on voit que la vitesse wr de M' est celle 
que posséderait au second instant le point M s'il tournait 
efFectiv émeut avec la vitesse angulaire coifstante co stutour 
de l'axe Oa supposé fixe*, d'où il suîl que la vite^e wr de 
M' se compose de celle wrde M el de l'accélération élé- 
mentaire o)^rdt, dirigée suivant r, de M vers Oa. 

L'accélération totale de M entraîné dans le mouvement 
a donc pour expression la somme géométrique 



ce qui donne lieu au théorème suivant : 

L'accélération de tout point d'un système inv^ariable 
mobile d'une manière quelconque se compose : i^ de l'ac- 
célération centripète relativ^e à Vaxe instantané et à la 
vitesse angulaire correspondante -^ 2*^ de V accélération 
due à V accélération angulaire^ autour du point oà cet axe 
est coupé par sa plus courte distance à sa position infini- 
ment voisine ^ 3° de l'accélération dcf glissement^ 4^ d'une 
accélération égale au produit de la rotation instantanée 
par la vitesse orthogonale^ et dont la position s'obtient 
en supposant que cette vitesse tourne de 270^ autour de 
Vaxe instantané^ dafhs le sens de là vitesse angulaire 
correspondante. 

Cet énoncé comprend évidemment, coirime cas particu- 
liers, ceux des nP^ 117 el 129. 
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135. Du centre des accélérations, — Je prendrai pour 
origine de trois axes coordonnés le point O [fig* Sg) , 
pour axes des z la droite Oa\\e supposerai les axes des x 
et des y perpendiculaires entre eux et à l'axe Oz, en lais- 
sant pour le moment la direction de «l'un d'eux tout à fait 
arbitraire. 

Soient 

i, |ui, V les composantes relatives aux axes O.r, Oj^, Oz 

de la rotation a du système autour de la droite Op \ 
02, n, p les composantes de Taccélération de glissement 

estimées suivant les mêmes axes 9 
3 Fangle formé par Oiw = a>U, ou par la résultante de 

X et (Lt, ou par celle de m et n avec Taxe Ox ; 
Q la vitesse de glissement; 
d^ =;: a06 l'angle formé de deux positions consécutives 

de Taxe de glissement. 

En remarcjuant que les composantes dç ol et li, perpendi- 
culaires à Oz, toutes deux situées dans le plan aOb^ ont 

respectivement pour valeurs w-^? Q —i il vient 

dt 

d^ 
a = w • — r- sin 5, 

'^ dt 

P = 'Tt' 

d^ l 

/7i = Q . -f COS^ = Q — r 
dt &> 

«= Q.~^ sin^ = Q.^, 
di co 



siB^= . ^ , . cos^ = 






,2 
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Si Ton considère o), X, y. et Q, comme des données de la 
question, v, /7, w, «, J se déduiront des formules précé- 
dentes et ne pourront pas être supposés arbitraires. 

Dans le cas où X et fx, par suite m et n, seraient nuls, 
c'est-à-dire où deux axes instantanés consécutifs seraient 
parallèles, l'angle $ n'en serait pas moins bien défini, et 
représenterait le complément de Tangle formé par la vitesse 
orthogonale avec l'axe Ox, 

Nous allons chercher si, à chaque instant, il n'existe 
pas dans le système un ou plusieurs points pour lesquels 
l'accélération serait nulle. Il suffit d'exprimer pour cela que 
la somme des projections des composantes de l'accélération 
sur chaque axe est nulle. On trouve facilement 

ptz — V j^ -h /n H- «Ucos^ — w^J? = G, 
vx — >z-h/i-hwU sin^ — (ù^jr := o, 

équations qui représentent trois plans ^ il y aura donc en 
général un centre et un seul centre des accélérations ^ 
dans quelques cas il pourra y avoir un axe des accéléra- 
tions : c'est ce que nous examinerons un peu plus loin. 
Des deux dernières équations on déduit 

a(p«* 4-^v) -hmw^ — /iv -h û)U(w^cos^ — vsin^) 



X 



r = 



w<-4-v^ 



z[&)*> -h fAv) -f «w^ -f- /wv-|-wU(w'sio5 -h vcos5) 

___ — . II» ■ I • 



4 t ,.2 



W*-f- V 



Portant ces valeurs dans la première équation^ on tirouve, 
en ayant égard aux valeurs de sin d et cosd, 

^ OU, eu égard à la valeur de w, 

(a) 






( -^Y^ j -!-/>(«' -4- v') -h wUv y/l^ -^ p^ 
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enfin 



^ r^ ■ - î ^ 



(3) 



OU 







^/v 



»_l_ ..î 




^ /7i(X' -h pt^)-f-^( — wO. + fiiv) 4-wUp v'^» -h fx' 

I 

(4) { ou 

« I U . ^ 
■ ■■■ /H smd. 

136. Le rapport-? de la vitesse orthogonale à la vitesse 

angulaire, qui entre dans ces formules joue un rôle impor- 
tant dans la partie de la cinématique qui nous occupe. Il 
est d'ailleurs susceptible d'une interprétation géométrique 
curieuse qu'il convient de faire connaître immédiatement. 
Soient rf;^, dy(^' les angles de contingence des sections nor- 
males à la génératrice de contact, au point où elles se tou- 
chent, des lieux roulant et glissant Fun sur l'autre, des 
axes instantanés dans l'espace et dans le milieu supposé 
entraîné dans le mouvement du système invariable, ces sec- 
tions étant menées suivant la pluscourte distance entre deux 

génératrices consécutives ; 1 = -7— » 1 = ---r- les rayons 

dx dy! 

de courbure de ces sections : on a 

îadt z=. d^ zt d^^ 
selon que ces sections s'opposent ou non leurs convexités; 
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d'où 



OJ 11 


et 


U 1 


u r r' 


û) 1 . I 

r""" r' 



résultat que l'on formulera facilement en langage ordinaire. 

Dans le cas d'une figure plane mobile dans son plan, 
r et r' sont les rayons de courbure des lieux des centres 
instantanés sur le plan considéré comme fixe et sur le plan 
mobrie de la figure, ce qui est conforme au résultat obtenu 
au n*^ 122. 

Revenons maintenant aux formules (i), (2), (3), (4)* 
Les trois dernières montrent qu'il y aura un centre unique 
des accélérations, lorsque w et l'une des quantités A, [x ne 
seront pas nulles. 

Dans le cas contraire, ou ce centre n'existera pas", ou îl 
y en aura une infinité. 

Supposons d'abord que la rotation co seule soit nulle ; 
dans ce cas il n'y a plus, à proprement parler, d'axe instan- 
tané, puisque le mouvement se réduit momentanément à 
une simple translation. On ne doit considérer alors que la 
droite limite vers laquelle tend la position de cet axe lorsque 
ft) s'approche de zéro, droite dont la direction est parallèle 
à celle de l'accélération angulaire. L'accélération ëlémeii- 
taire en chaque point du système résulte ainsi d'une rota- 
tion et d'une translation ayant pour composantes /n, n, p; 
ce qui conduit à un axe de rotation et de glissement pour 
les accélérations, et l'on voit qu'il n'y a aucun point sans 
accélération, à moins que la translation p suivant l'axe 
soit nulle, et alors tous les points de cet axe sont sans ac- 
célération. C'est ce que montrent d'ailleurs les équations. 
(i) qui donnent, en y supposant &> = o> X = o, fx = o^ 

p = o, 
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Admettons main tenant que, co étant difiërent de zéro, on 
ait en même temps 

X = o, p = o, 

ou que, pendant deux instants consécutifs, Taxe instantané 
conserve la même direction ; on a 

m = o, « = O, V = -y 1 

dt 
et les équations (i) deviennent 

/?=:o, 

— vj- H- o) U ces $ — w'a; = o, 
vx -h wUsin $ — tti^y =0. 

De ces. équations on tire 

jr=— , (vco&<î-j- w'^smtf j, 

x = — ( — V sm -h &)* cos ) . 

Il y a donc un axe des accélérations parallèle à Taxe instan- 
tané^ si toutefois l'accélération de glissement est nulle. Dans 
le cas contraire, il n'y a ni centre ni axe instantané des ac- 
célérations. 

Si le système est assujetti à tourner autour d'un point 
• fixe, on a 

U = o, /« = o, « = o, p = Oy 



et les équations (1) se réduisent à 



pz — vjr — (ù^x = o,. 
V jf — Iz — w'j = o. 



On reconnaît facilement que si X, ^â et o) sont différents 
de zéro, ces équations ne sont vérifiées que par x =^ o^ 
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y = o^ z=o, et le point fixe est seul sans accéléra- 
tion. 

Dans le cas où o) = o, ces équations se réduisent à la 
première qui représente Taxe de l'accélération angulaire. 

Enfin lorsque X == o, [1=0^ les mêmes équations repré- 
sentent Taxe instantané. 

Une figure sphérique qui se meut sur sa sphère pouvant 
être considérée comme appartenant à un système invariable 
mobile autour du centre de la sphère supposé fixe, on voit 
qu'une pareille figure n'aura généralement pas de pâle des 
accélérations^ c'est-à-dire de point sans accélération. Ce 
pôle n'existera que dans le cas d'une vitesse angulaire 
nulle ou d'une rotation continue autour d'un même axe ou 
d'un même pôle pendant deux instants consécutifs. 

137. L'accélération en chaque point du système est la 
même que si la rotation instantanée et f accélération an- 
gulaire aidaient lieu autour du centre instantané des ac^ 
célérations ou d'un point quelconque de Taxe des accé- 
lérations s^il y en a un. — En effet, soient X, Y, Z les 
composantes de l'accélération parallèles aux axes Ox, Oy, 
Oz, égales respectivement au premier membre de la se- 
conde, de la troisième et de la première des équations (i), 

on a 

\y — IKX -\- p = Z, 

^z — v^ -f- /w + wIJcos^ — w'j? = X, 

-jx — Xz -H « H- wUsin ^ — w"^ j = Y. 

3'appelle a, i, c, les trois coordonnées du centre des accé- 
lérations^ g, Ç, yj les coordonnées du point {x^y^ -z), par 
rapport aux axes coordonnés supposés transportés parallè- 
lement à eux-mêmes à ce centre 5 on a 

5r=Ç-+-«, î^=:Ç-hè, 2=iî+c; 
substituant ces valeurs dans les équations ci-dessus, et re- 
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nu^rquant que 

\b — fta -h p =z Oy 

y^c — vu -l-/7i-f-*»Ucos^ — w'û = o, 

vu — >.c -h rt -+• wU&in^ — w'^=: o, 

il vient 

ft» — vÇ — w*Ç = X, 

vs — ;>, ~6)»î; = y, 

ce qui démontre le théorème énoncé. 

On aurait pu arriver à ce résultat sans calcul , en sup- 
posant que Ton imprime à tout le système une translalîon 
dont la vitesse »oit égaleet parallèle à la vitesse de grandeur 
et de direction constantes que possède le centre des accélé- 
rations pendant deux éléments consécutifs du temps, ce qui 
ne change rien à l'accélération de chaque point du système. 
Mais il est clair que le mouvement autour de ce centre se 
réduit à la rotation oa autour d'un axe parallèle à celui des 
vitesses, et à l'accélération angulaire a transportée paral- 
lèlement à elle-même en ce point, et Von est ainsi conduit 
aux conclusions précédentes. 

> 

138. accélération normale à la trajectoire d'un point 
du système. — Choisissons pour plus de simplicité l'axe des 
X suivant la direction de la vitesse orthogonale. On a 

^ = go" , X = o , iw = o , 

et en appelant X, Y, Z les composantes parallèles aux axes 
âe l'accélération totale, les formules (i) qui expriment 
qu'elles sont nulles donnent 

Z = /? — fia:, 

(5) [X = f*z — yy — à»^, • 

Y = >ap -j- /» -f- «xj ~ w'jr- 
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Appelant r la distance ^x^ + j'^ d'un point du système 
a l'axe instantané des vitesses, il vient, e^ désignant tou- 
jours par Q la vitesse de glissement et en uommaut a Tangle 
que forme cor avec la vitesse V de ce point, 

Q «/• . Q 

tang« = -^5 rns fl 23t - ■ .. — % sin g = -^ . 

Les accélérations X et Y donnent, suivant r, la compo- 
sante 

r r r 

( (\ \ ( 

^ ^ ^ — w'(jr'-Hj»)-h(/i+ wU)jr 4-fi'x 

= y » 

yor» -h jr* 

et Taccélération Z donne perpendiculairement à la vitesse 
V et par suite à S, la composante 

( ^ ) Zcosa = [p — f*.^) 



Il vient ainsi pour la résultante de ces deux compo- 
santes, c'est-à-dire j>our l'accélération normale <p„^ en po- 

sAQt tang£ :s^ ~ et appelant p le rayoja. de courbure de la 

trajectoire, 

I tf„= i/ ^^ J^ _^ ^^ — ^[^wVH-(/»4-wU)sm6-|-|it2Cos«p= ZIX, 

(8) ) ^'^^ 



P== 



V J/^ + Q-^ h[~coVH-(/Hr«U)sin6 + f*zcos£f 



La dernièi;ede ce$.espres$ii9»s se présente sous ime forme 
indéterminée pour les poiji^. de l'axe insianiané des vi- 
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tesses ; mais pour avoir la valeur de p dans ce cas, cTn re- 
marquera que (fn est la résultante de X et Y pour x = o^ 

y = o^ ou sJii^z* -f- (w-f- wU)', d'où 



P = 



y/^H^ -i-(/l-4-wU)» 



et l'on voit que s'il n'y a pas glissement, le rayon de cour- 
bure sera généralement nul pour les points de l'axe instan- 
tané. 

En supposant dans les formules 

/? = o, /? == o, Q = o, ^ = o, 

ou 

Q = o, /? = o, « = o, U = o, 

on retombe sur celles que nous avons établies directement 
pour les cas d'une figure plane et d'un point fixe. 

139. angles du rayon de courbure av^ec les trois axes 
coordonnés. — L'accélération Zcosa donne les compo- 
santes Z cos*a parallèle à l'axe OZ et Z sina cosa perpendi- 
culaire à OZ et à r. Cette dernière se décompose elle-même 
en deux autres, l'une — Zsinacosasins suivant Ox^ 
l'autre Zsîna cosacose suivant Oy. On a donc pour les 
cosinus des angles cherchés 

S ces 6 — -ZsinacosasinE 

cos(p, x) = ' î 

s sine -I- z sina cos^z cosc 

cos ( p, y) = » 

, Zsinacosa 

cos f p, z ) :=: j 

formules dans lesquelles on verra remplacer sin«, cosa, S, 
Z, (p„ par leurs valeurs ci-dessus. 
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140. Du plan osculatew\ — Le plan osculaleur est dé- 
terminé par la direction du rayon de courbure o et celle 

de la vitesse V = v^Q* + cr)'r' qui fait avec les axes coor- 
donnés les angles donnés par les formules 



. wz-sins 

cos(V, ar)= , i» 

WT-COSS 

cos(V, x) = , 

cos(V, 2)=: ^ 



s/fr)^ r^ -H Q"^ 



Le plan osculateur sera donc parallèle au plan représenté 
par l'équation 

^[cos(V, j)cos(p,z) — cos(p, j)cos(V., z)] 
+ j[cos(p, x) cos(V, z) — cos(V, j:)cos(p, z)] 
-h z [ces (p, x) CCS ( V, J:) *- cos (p, x) cos ( V, y)] = o. 

141. Lieu géométrique des points pour lesquels Vaccé-^ 
lération normale est nulle , ou pour lesquels le rayon de 
courbure de la trajectoire est infini. 

Cette condition s'exprimera en posant : 

I ^ Z cos a = o ou tout simplement 



(9) 



,JF rr o. 



attendu que — == o, ou r = o, donne 1 axe inslan- 

tané pour les points duquel le rayon de courbure n'est gé- 
néralement pas infini. 

On voit ainsi que le lieu des points pour lesquels le 
rayon de courbure est normal à la direction de Taxe ins^ 
tantané est un plan perpendiculaire à la vitesse orfhogo^ 
nale, 

'4 
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•J»/' S = O OU 

(lo) — w'(j:'^-hj^) — pzjr -f- {/î-f- wU) ^ = O. 

Celte équation représenle le lieu des points pour lesquels 
raccélération normale est perpendiculaire à r. Ce lieu sera 
en général une surface du second degré douée de centre; 
car les équations qui déterminent ce point se réduisant à 

z = Oy j7 = o, — 2w'j^ -h /j -+- wU = o, 

donneront pour ses coordonnées des valeurs finies, lorsque 
la vitesse angulaire ne sera pas nulle. Supposant d'abord 
qu'il en soit ainsi, l'équation de la surface rapportée à son 
centre et à des axes parallèles aux coordonnées sera 

w (x' -H 7*) — itzjc — ( j =z o, 

et comme pour x = o on obtient deux droites, la surface 
est un hyperboloïde à une nappe dont l'axe des y est un axe 
réel principal. 

Si k est r angle que forme Tun des deux autres axes 
principaux avec la droite OjC, ou a 



tang2i? = — i-^, 



et pour l'équation de la surface rapportée à ses axes prin- 
cipaux 

Dans le cas où w = o, on a aussi |u = o, et Téquatlon (lo) 
se réduit à y = o, qui représente le plan formé par l'axe de 
l'accélération angulaire et la vitesse orthogonale. 
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Si iJ. = o^ par suitew = o, l'équation (lo) devient 



w' 



(^'H-jr')-+-wUj^'* = o, 



et représente un cylindre droit à base circulaire parallèle 
à l'axe instantané. En résumant, oh a les théorèmes sui- 
vants : 

Le lieu des^points pour lesquels V accélération normale 
ou le rayon de courbure de la trajectoire est parallèle à 
Vaxà initantané^ est : i° en génétiâl, an hyperboloïde à 
une nappe dont tun des plans principaux est parallèle 
au plari déterminé par ta ^vitesse orthogonale et taxe ins- 
tantané^ et gui est coupé suivant des cercles par des plans 
perpendiculaires à cet axe^ i^ le plan déterminé par V axe 
de r accélération angulaire et la vitesse orthogonale, lors- 
que la vitesse angulaire est nulle; 3^ un cylindre droit à 
base circulaire, dont une génératrice coïncide as>ec 2' axe 
instantané i lorsque deux positions consécutive^ de cet axe 
sont parallèles. 

Le lieu des points dont les accélérations normales sont 
nulles, c'est-à-diJ:e l'intersection des surfaces représentées 
parles équations (9) et (10), est donné par l'équation 

— 6)' r^ -f- pz -h (/2 -h foXJ) y — w' i- = o, 



f' 



qui représente une parabole du second degré, dont le plan 
est perpendiculaire à la vitesse orthogonale et dont Vaxe 
de figure est parallèle à Vaxe instantané de rotation et 
de glissement, et l'on a^' pour les coordonnées du sommet 
de la parabole 



\ ( n U\ />to' 1 fn 



fciU 



&> 



Cette parabole se réduit à Taxe instantané et à une parallèle 

.4. 
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à sa direction, menée à la distance r= 1 5 dans le 

plan perpendiculaire à la vitesse orthogonale, lorsque la 
vitesse de glissement conserve la môme valeur pendant deux 
instants consécutifs ou que p = o. 

Dans le cas où le système se meut parallèlement à un 
plan, on a 

p = o, /> = G, 

et le lieu est un cylindre droit à base circulaire, ce qui est 
conforme à ce que nous avons trouvé au n^ 120. 

142. Lieu géométrique des points pour lesquels l'accé- 

X. r Yt 

lération tangentielle est nulle, — - La composante — — '• 

de X et Y suivant wr a pour projection suivant la vitesse 

du point considéré — "^ • . — ; Z donne lieu à 



la composante Z- -==2= suivant la même direction. On 
a donc, pour Taccélératiou tangentielle 

ZQ-h(Xj — Yx)« 



oi^ijrz — wv(r^ -h x') — (n 4-»U) wx -h (p — f*^)Q 
OU 

Le lieu des points pour lesquels cette accélération est 
nulle a pour équation 

(a) vw(/'-f- a:^) — wp3y-H:r(nw -h w^U M- ptQ) — pQ = o; 
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cVst donc une surface du second ordre qui en géuéral aura 
un centre, car les équations entre les coordonnées de ce 
centre se réduisent ici à 

z = o, X = ^y 

/loi -i- «'U -+- U.Q 

œ = '- — , 

2&>v 

et donneront pour ces coordonnées des valeurs finies lorsque, 
comme nous le supposerons d'abord, w et v ne seront pas 
nuls. 

L'axe Ox est un diamètre principal de la surface qui, 
rapportée à son centre et à des axes parallèles aux coordon- 
nées, est représentée par 

(«'U + 2aQ)2 

en se rappelant que /? w = |uiQ (135). 

En appelant A' Tangle formé avec Ox par Tun des deux 
autres axes principaux, on trouve 

tang 2 /-' == — - 

et Ton a, pour l'équation de la surface rapportée à ses 
diamètres principaux,, 

y (v -h \/fÂM^) H- (v — V^jxM^) z^ ■+■ 2vx2 
(w2U-f-2pQ)' 2yoQ 

— ■ -\ ^ =2 G. 

2vw' w 

Â l'inspection de cette équation on reconnaît que la 
surface sera tantôt un hjperboloïde à une nappe, tantôt 
un hjperboloïde à deux nappes, selon le signe de v^ et 
quelquefois même un cône du second degré. Celte dernière 
circonstance se présentera notamment dans le cas d'un 
point fixe. 
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Sî w c= o, par suite (x = o, raccélération tangentielle ne 
peut êlre nulle qu^autant que l'on a/7 = o ou Q=ro; 
mais alors celte accélération est nulle pour tous les points 
du système. 

Dans le cas où o) n'étant pas nul, on a v = o, ce qui 
exprime que la vitesse angulaire reste constante pendant 
deux instants consécutifs^ Téquation (a) de la surface de- 
vient 

çùjjizj — a7(w*U -h 2pQ] -*- /'Q = O- 

Cette surface n'a pas de centre, et comme tout plan paral- 
lèle à zOy donne une hyperbole, c'est un paraholoïde hy- 
perbolique dont Vaxe est parallèle à la vitesse orthogo- 
nale. Ce paraholoïde se réduit à un cylindre droit hyper^ 
holique lofsquon a de plus 

w^U -h 2fAQ = o. 

Dans le cas où deux positions consécutives cle IVxe ins- 
tantané sont parallèles, on a |Lt =^ o, et la surface représen- 
tée par 

(>)v(j*'H- .r') -4- (ùx[n + wU) — /?Q = o 

est un cylindre droit à base circulaire parallèle à l'axe 
instantané, cç qui est conforme au résultat énoncé au 
n^ 121. Si de plus v = o, \^ lieu est un plan perpendicu- 
laire à la vitesse orthogonale. 

143. Déterminer les éléments nécessaires à la construc- 
tion du rayon de courbure et du plan osculateur du lieu 
géométrique décrit par un point d!un système invariable 
dont deux points sont assujettis à rester sur deux courbes 
fixes et dont un troisième point s^ appuie constamment 
sur une surface donnée. — Reportons-nous au n° 84, où 
nous avons cherché à construire la tangente au lieu décrit 
par le point mobile D, l'axe instantané de rotation el d<j 
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glissement, la vitesse de glissement^ etc. , et d'où l'on peut 
déduire les vitesses des quatre points A, B, C, D du système 
en se donnant la rotation instantanée supposée constante 
et égale à Tunité. 

Les formules (2). (3), (4) du n** 135, donnent, pour 
les coordonnées du centre des accélérations, en y suppo- 
sant 0) = 1 , V = o, X = o, et par suite m = o, 



P P 

= — ^ .r, = -, j, = «4-11. 



Il faut se rappeler que Torigine de ces coordonnées, su- 
bordonnée à la position de la vitesse orthogonale, est elle- 
même une inconnue de la question. 

Connaissant la composante Zcosa parallèle à l'axe des 
vitesses de l'aqcélération normale du point A [fig^ 3o, 
p. 102) déterminée par sa vitesse (84-) et le rayon de cour- 
bure de la trajectoire, on construira facilement la longueur 

Zcosa I / :~- que nous représenterons par Ç*. JNous po- 



X 



serons de plus (jz^S-f-'' et, comme au n*' 138, tangs = - 

Les formules (6) et (7) appliquées aux points A et B pour 
lesquels on connaît les accélérations centripètes donnent, 
en accentuant les lettres pour le second, 

^^=^p — fArcosfi, 
Ç' z=zp — jx/cosi', 

/ . . j (S UZCOS6 

(A) \ ;:: =y,, 

sms 

v' — ttZ' cos % 

^r—, = J. . 

sinc 



Soient /■'*, e" les valeurs de r, e relatives au point C \ yJj r/'Ies 
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angles connus formés ps^r les projections de r, /■'' et de r', /' 
sur un plan perpendiculai re à l'axe des vitesses, passant par 
exemple par ce point. Ces angles seront considérés comme 
de même signe ou de signes contraires, selon que leuFS 
côtés non communs seront tous deux situés d'un même 
côté ou de part et d'autre de leur côté commun. Dési- 
gnons par h, // les distances des points C et A, 6 et A eu 
projection sur Taxe des vitesses 5 on les considérera comme 
de même signe ou de signes contraires, selon qu'elles se- 
ront situées d'un même côté ou de part et d'autre du plan 
mené ci-dessus par le point C perpendiculairement à l'axe 
des vitesses. Nous aurons 



(B) 



(' 


— 


s 




r.-i 


]'' 




l" 
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1 










M 


— 


z" 
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A, 


U' 


— 




— 


h\ 



et alors les valeurs de z" et e" doivent être portées respecti- 
vement à partir des origines des h et des y?, dans le sens op- 
posé de ces dernières grandeurs pour les mêmes signes. Il 
suffit d'ailleurs de connaître z" et t" pour déterminer l'ori- 
gine des coordonnées (xi,yi, z^^ la direction Ox de la 
vitesse orthogonale, et par suite celle desy^. Mais les huit 
équations (A) et (B) sont insuffisantes, puisqu'elles ont lieu 
entre les neuf inconnues z, z\ 2'^, e, s', e'', fx, j^j, p-^ iî 
faut donc chercher à en établir une neuvième. 

Soient a l'angle inconnu formé parle plan osculateur de 
la trajectoire dé C avec le plan normal à la surface, passant 
par le même élément de chemin -, y le rayon de courbure de 
la section déterminée dans la surface par ce dernier plan. 
Le rayon de courbure de la Irajectoire du point C étant, 
d'après le théorème de Meunier, ycosa^ l'accélération nor- 

maie de ce point sera de la forme 5 A étant une lon- 

COSa 
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gueur que Ton saura construire. Cette accélération se com- 
posera de raccélération A dirigée suivant y et d'une autre 
Atanga perpendiculaire à y et à la vitesse de C. 

Soient b^ld les cosinus connus des angles formés par A et 
Atanga avec f^' \ a et c les cosinus des angles formés par 
les mêmes directions avec l'axe des vitesses , multipliés par 

j. — ^; il vient 

r 

'C^' z=k{a -hc.tanjia), S" = A (6-1- atanga), 

par suite 

A(tf -h 6'langa) =p — pr"coss'% 

A(b + d tanga) -f- /' — fxz"coss" 

Sine 

Enfin^ en éliminant tanga entre ces deux relations, ou 
trouve pour Téquation cherchée 

B — y3£/ + fzcose" (r"rf -f- cz"") 

B désignant la longueur A [ad — bc) — r" c. 

Lorsque la surface directrice sera un plan, la direction de 
l'accélération normale du point C sera connue, et la for- 
mule (C) subsistera encore en y supposant A = o, et consi- 
dérant celd comme se rapportant à cette direction. 

Des deux premières équations ( A ) on tire 



.1 



f* — :, — -,-> 

/•coss — r C0S8 

î;'/-cose — Çr cosi' 
rcosfi — /coss' 



Portant ces valeurs dans les résultats obtenus en élimî- 
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Soieqt r'"^ i"\ x'"^ j'", z'" les valeurs de r, e, x^j^ z re- 
latives au point D; s"' — c étant donné et la valeur de 6 ré*' 
sultant du calcul précédent, %'" peut être considéré comme 
connu et les formules (6) et (7) donnent pour les compo- 
santes de l'accélération normale relatives à D, eu égard aux 
valeurs de x,, j^,, Zi en fonction de /w, /i, /?, fx, U, 



-/•-^+r.7*'-H 



z"'jt"'x, 



z ^ z'" 
^ _ — ^ — , — _ ,^" ^_ y ^q çw -I a:, cofts' , 



\w ' un t ^, ^X^^ jn ■ >- ^^^jn 

If ■ ■ ■ ■ 



^, . ... r" 



V cosû^ = -I (x, — x") 



3. ^ ' y/Q-^-^-r"'^ 



expressions susceptibles d'une construction géométrique, et 
d'où Ton déduira Vaccéléralion normale 9*^61 le rayon de 

courbure p'" en construisant - 






144. Expression de la vitesse orthogonale en fonction 
de r accélération d^ un point du système. — Soient G-z' 
[fis* ^9' P- ^9^) l'axe instantané de rotation relatif au point 
G, parallèle à Taxe de glissement Oa\ P la composante de 
la vitesse de G, perpendiculaire au plan 2' GO a, la compo- 
santq suivant Oa étant Q (89) 5 GI la perpendiculaire 
abaissée du point G sur Oa, L*accélération du point G 
peut être considérée comme la résultante de T accélération 
de glissement et de l'accélération due à la vitesse P, à la- 
quelle nous donnerons le nom di! accélération complémen- 
taire^ on a (88) 

w . GI = P. 

Je prends pour axes coordonnés Gz'y la direction Gjk 
du prolongement de GI et celle Gx' de P ; nous supposerons, 
que les axes passant par le point O ont été menés parallè- 
lement à ces derniers. D'après le 11^ 129, les formules (i). 
du n" 135 sont applicables au nouveau système de coordon- 
nées, en y supposant U=^o, et en y remplaçant nri, h^jj^ 
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par m ■+• m\ n H- //, p -h p'^ fn\ n\ p' étanl les pro- 
jections de l'accélération complémentaire sur les axes. De 
sorte que l'on a, pour déterminer le centre instantané des 
accélérations, 

\yf ^ ^x' -^ p-\^ p' = Oy 

— <ù^x^ -f- fxz' — v^' -f- /71 -V- m' = o, 
— w'^' + vx' -^ \z' -h n -h n' =: o. 

Soit z\ le 2' du point O5 il vient, en rapportant les équa- 
tions (i) du n^^ 135 aux mêmes axes, 

x(j'-+--^ — fxx' 4-/^ = 0, 

|x(3' — z\) — V (>•'-+-- J "h m -f wUcos^ — w'«r' = o, 
va:' — \(z! — z,)-f- n -h wUsId^ — wM j' -h - ) =0. 
De la comparaison entre les six équations on déduit 



P 



6) 



?-v 



az -f- V wU COS(î -f- /w' = O, 

>z', -f- &>Usin^ — n' — caP = o. 

La première de ces formules constitue un ihéorème que 
Ton peut énoncer ainsi : 

145. Le rapport de la vitesse d'un point du système 
perpendiculaire à l'axe instantané^ à la composante sal- 
uant cet axe de V accélération à laquelle elle donne lieu, 
est égal au rapport de la vitesse angulaire instantanée à 
la composante de V accélération angulaire suii^ant la diree^ 
tion de la vitesse ci-dessus du point. 

Des deux autres équations (<î) on déduit, en se rappelant 
les valeurs de sin(î et coscî (135) et supposant <à difiérent 
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de zéro, ainsi que Tune au moins des deux quantités 1 et p., 

W' À 4- /î' fA + /?' V H- w P pt 

U = ==: ■ 9 

— w'p -f- /2'> — -^P /?' -4- wP> 



)^ 



z 



• 12 _i_ ,,2 



■ ■ ■ • 



X=^H-p^ 



La première de ces expressions peut se mettre sous la 
forme suivante : 

U = ^ -^ • — ; 

"^ V X' -+- p' -+- V- 
ce qui exprime que : 

146. La a)itesse orthogonale est égale à la somme des 
projections de V accélération complémentaire d^un point 
du système et de l'accélération centrifuge de ce point par 
rapport à l'axe de glissement , sur la direction de l'accé- 
lération angulaire, divisée par la composante de la "vi- 
tesse angulaire normale à ce dernier axe. 

D'où cette autre proposition : 

147. Pour que deux axes consécutifs de rotation et de 
glissement se rencontrent , il faut que la résultante de 
l'accélération complémentaire d'un point et de V accélé- 
ration centrifuge de ce point par rapport à l'axe de glis- 
sement soit perpendiculaire à Vaxe de l'accélération an- 
gulaire^ et cette relation dei^ra ai^oir lieu constamment 
pour que le lieu des axes de glissement soit une surface 
déi^eloppable. 

148. Dans le cas où l'axe de Taccéléraiion angulaire se 
confond avec l'axe instantané de rotation, c'est-à-dire lors- 
que À ='o, |:x = o, les formules (ç?) deviennent, en y sup- 
posant de plus z\ = o, puisque alors deux axes consécutifs 



' 
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de glissetnetit sont parallèles, 



P 

V wU cos^ -h /«' = o, 

I» 

w U sin (î — n' — w P = o, 



d'où Ton déduit 



U = - i/(/ï'^-wP/4- (/// 



P 



«'-t-wP 
tango =: 

m' -\- )f — 



Ces formules sont spécialement applicables au cas d'une 
figure plane mobile dans son plan; m', n' sOnt alors les 
composantes de raccéléralion totale de G, et l'on voit (\uc, 
U ne peut être nulle qu'autant qu'on a à la fois 



vP 
«'= — wP et /w'= — ' — 



' 149. Condition analytique pour que le lieu géométrique 
ries axes instantanés de rotation et de glissement forme une 
surface déi>eloppàble. — Supposons que les trois axes rec- 
tangulaires (jx\ Gj"', Qz' passant par le point G et mo- 
biles avec le septième invariable, aient des directions tout à 
fait arbitraires par rapport k celle de l'axe instantané de 
rotation. Soient GA l'axe instantané de rotation passant par 
le point G, P la composante normale à G A de la vitesse du 
point G, Oa Taxe instantané de rotation et de glissement^ 
u, ^) w les composantes de la rotation instantanée suivant 
Go:', Gy', G^'; Px^, Py/, P./ les projections correspon- 
dantes de P. Nous savons que la distance GO du point G à 

Oa est perpendiculaire à P et égale à -• 

La vitesse re/«//Ve de rexirémîté Cde la droite qui re- 
présente P, par rapport aux axes G a?', Gj^', G 2', est égale 
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à la résultante de la vitesse absolue qui représente raccélé- 
ration complémentaire, et de la vitesse A' entraînement ou 
de celle que posséderait le même point s'il était invariable- 
ment lié aux axes mobiles (*) ; cette dernière a pour ex- 
pression 

P 

Pw = -.«'= GO w% 

ce qui n'est autre chose que l'accélération centrifuge de O 
par rapport à O'A'. Il résulte de là que la vitesse relative 
de C doit être perpendiculaire à Taxe de Taccélération angu- 
laire. On a ainsi 

dudV^ dv dVy ' dw ^/P. 
^ ' dt dt dt dt dt dt 

avec Tidentité 

(pt) wP,-f- fPj-h tvPj^o. 

Soient V,, V^, V^ les composantes parallèles aux axes de la 
vitesse de G. On a 



u I u 

p, = v, -Vy + 









z' 



z' 



a' 4- «>* -4- iv"^ 



Pz=: 






En général^ ne sera connu que par ses projections V^ , 
Vy , Vg , sur trois axes fixes en fonctions desquelles on expri- 
mera Vjp/, V^^, V,/, en faisant usage des formules de iransfor- 



(*) On peut, en effet, considérer l'accélération d'un point mobile commet 
la vitesse de l'extrémité de la droite de position variable qui représente à 
chaque instant la vitesse du mobile. 
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mation du n^ 98 et en faisaut ces substitutions dans la for-p- 
mule (X) on aura la condition à laquelle doivent satisfaire 
les éléments du mouvement pour que le lieu géométrique 
des axes instantanés de rotation et de glissement forme 
une surface développable (*). 

150. Relations entre les projections de la vitesse de 
r origine de trois axes recfangulnires mobiles sur les axes, 
et les projections analogues de t accélération de ce point, 
— Il existe entre V^-r, V y^, V,^ et les projections cf^, cpy, (f^t de 
l'accélération y de G sur le^ axes mobiles, des relations 
qu'il peut être utile de connaître. Remarquons à cet effet 
que la projection de l'accélération de G ou de la vitesse de 
l'extrémité de la droite qui représente V, est égale à la 

somme des composantes analogues --7-- 9 i^Y^, — wV^/ de la 

vitesse relative et de la vitesse d'entraînement. On a donc 
les équations 



dt 

~dF 

dy,, 
dt 



4- vy^f — wyf = «px', 



-f- ^ Va/ — a Vj/ = <py , 



H- uSji — pVx^ =: Cp,r, 



qui permettront de déterminer V^, V^/, \\/, lorsque y,^, ç^r, 
<peA, y, r, s seront connus. 



(*) Si l'on voulait trouver les relations qui doivent exister entre les forces 
qui sollicitent le corps solide, pour que lieu des axes instantanés fût une 
surface développable, il suffirait de supposer que G est le centre de gravité 
du corps et joindre à Téquation (>l) les six équations relatives au mouve- 
axient d'un corps solide. 



■ » »« 
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CHAPITRE CINQUIEME. 

DU MOUVEMENT RELATIF^ 



§ P^. -^ Du Mouvement relatif d'un point par rapport 

A UN SYSTÈME INVARIABLE MOBILE, 

151. Des accélérations apparentes dans le moui^ement 
relatif. -^ Soient V et ç la vitesse et T accéléra lion, à un 
instant quelconque, d'un point mobile m dont on se pro- 
pose de trouver le mouvement relatif par rapport à un sys- 
tème invariable (S), lui-même mobile d'une manière quel- 
conque dans l'espace absolu , 

Vtf> <fe la vitesse et T accélération j dites it entraînement ^ 
que posséderait le, point a de l'espace où se trouva actuel- 
lement le point m^ si on le considérait comme faisant 
partie du système (S) ^ 

V^ la résultante de V et d'iine vitesse — V« , égale et con» 
traire à V, 5 

Ur la projection de V,, sur un plan perpendiculaire à Taxe 
instantané de rotation et de glissement^ 

w la vitesse angulaire de (S) autour de cet axe. 

Le mouvement relatif de m ne sera pas altéré, si Ton 
conçoit qu'on imprime à ce mobile, ainsi qu'à (S), un 
mouvement translaloire dont la vitesse et l'accélération 
soient précisément égales e^ contraires à V^ et ç^. Le point 
a se trouvant ainsi ramené au repos, le système tournera 
autour d'un axe ax [fig* 60), parallèle à l'axe instantané 

i5 




de rotation et de glissement de (S) avec la vitesse a ngu- 
Fig. 60. laire o), et le point m pourra actuel- 

lement être considéré comme se mou- 
vant dans Tespace absolu en vertu de 

la vitesse V^ et de l'accélération ç — y^. 
On est ainsi ramené à étudier le mou- 
vement relatif du point m, supposé 
animé du mouvement absolu que Ton 
vient de définir, par rapport au sys- 
tème tournant autour du point a ou de l'axe ax^ système 
que nous désignerons par (S'). 

Il est clair que la vitesse relatii^e de m ne sera autre chose 
que V^; puisgue les points infiniment voisins de ax^ tels 
que nij ne décrivent dans le temps dt que des arcs du se- 
cond ordre. Dans le même temps dt^ la droite ab^ qui re- 
présente V^, tourne autour de ax de Tangle «A, vient en 
ab\ et le mobile prend, sur cette dernière direction, la 
position m' déterminée par anJz=.\^dt, 

La vitesse absolue du point m' ou du mobile m au bout 
du temps dt se compose de V^ et de Taccélération élémen- 
taire <fdt — (fgdt. 

En négligeant les termes du second ordre, ou le déplace- 
ment angulaire de ax dans le temps dt^ et en remarquant 
que la distance de m' à ax cstU^ A, la vitesse d'entraînement 
de m' par rapport à (S') est égale à coU,. J^ et est représentée 
en grandeur et en direction par bb\ au facteur w prés. 

Si donc on représente par ab^^"^ la vitesse relative de /w', 
on a 



d'où 



€tb'^')=Tab -h ffdt — v^dt — wUr^/^ 



bb'^^) z=f^dt — f^^dt — (ùlJri^t. 



Or i'è^*^ n'est autre chose que l'accélération relative élé- 
mentaire cfrdt'^ de plus 



bb(^) = b'bi') -h bb'=yffrdt-{-<oVrclt, 
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iVoii Von déduit pour l'accéléra lion relative 

Ainsi r accélération refadi^e est la résuUante de V ac- 
célération absolue, de V accélération d'entraînement prise 
en sens contraire, et enjin de /^accélération ce^itrifuge 
COMPOSÉE si«U>., dont la direction s^ obtient en supposant 
que Von fasse subir à IJ^ un quart de réi^olution autour de 
l'axe instantané, en sens inv^ersè de la vitesse angulaire. 

On remarquera que l'accélération centrifuge composée 
est perpendiculaire à la direction de la vitesse relative. 

Toutes les formules établies pour le mouvement absolu 
subsistent donc pour le mouvement relatif, pourvu que 
Ton introduise, en outre de Faccélération absolue, les ac- 
célérations apparentes : centrifuge composée el d'entraî- 
nement (*). 

1S2. Du repos relatif d* un point, -^ application à la 
grai^ité. — Il résulte de ce qui précède que pour qu'un 
point, primitivement en repos relatif, reste en repos, il faut 
et il sufQt que l'accélération dans le mouvement absolu et 
Taccélération d'entraînement soient égales et de même sens. 

Considérons en particulier ce qui a lieu lorsque Je sys- 
lèipe invariable tourne uniformément autour d'un axe fixe 
avec la vitesse angulaire w. L'accélération d'entraînement 
sera, dans ce cas, Taccélération centripète co*r, /' étant la 
distance du point mobile à l'axe de rotation. 

La terre étant animée d'un mouvement de rotation uni- 
forme, les phénomènes qui s'observent à sa surface doivent 
accuser l'existence de ce mouvement-, mais, comme sa vi- 

lesse angulaire o) = -— = ■ ,. ... = 0,000070 est extre- 
^ T 86164* ^ 



C^) En multipliant par la masse, on a les forces apparentes de Coriolis 

i5. 
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mement faible par rapport aux vitesses que Ton considère 
géuéraleuient, l'influence de la rotation terrestre n'est sen- 
sible que dans un petit nombre de faits mis en évidence par 
des expériences exécutées avec un grand soin. 

Si l'on considère le fil aplomb, ce fil, par sa résistance, 
détruit la i'ésdltàhte de l'accélération centrifuge et de celle 
qui provient de la tendance des corps à se précipiter vers 
le centre de la terre. Cette résultante, que nous avons ap- 
pelée g^ et dont la direction est celle de la ^verticale appa- 
rente du lieu, n'^st donc point constante en tous les points 
de la terre ; elle dépend de la latitude, suivant une certaine 
loi que nous allons chercher à déterminer. 

Soit G la valeur de la gravité au pôle, qui serait la même 
en tous les points de la terre, sans la rotation diurne, et 
sans le faible défaut de sphéricité qu'affecte notre globe, 
mais que nous négligerons ici. En appelant R le rayon ter- 
restre, X la latitude du lieu, ou obtient, par la composition 
des accélérations, la relation 



g ±^ v^G' -H w^ ^' cos^ X — -2 G w^ a^ ces- \ , 



d'où 



y/^'-ia>^Rsii 



G = to'Rcosn + i/iT' — vw^Rsin'aX. 



La plus grande valeur de sin aX correspond à i = 45*^, et 
l'erreur que l'on serait exposé à commettre en négligeant le 
second terme sous le radical serait inférieure à 0,000001 5 g"; 
de sorte que Ton peut prendre simplement 

G = 5^ + - V - cos^> := g^-+-o, 08667 cos'>. 

A la latitude de Paris, où A = 48*^5o'i4", on a ^==9,8088, 
par suite 

G = 9"», 8234. 

A l'équaleur, où X = o, l'accélération centrifuge retranche 
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de la valeur de G la quantité o™,o3367 = «9,8088; 

mais en réalité la valeur de g" à Téquateur est un peu 

moindre que 9 , 8088 I i j ? à cause du renflement de 

la terre, elle suit en général une loi donnée par la formule 

^ = 9 , 880094 — o , o5o74 cos^ \ 
déduite des recherches de Laplace^ 

153, Relatian entre la vitesse relative et les accéléra- 
tions, — Soient i^, , \\^ l^s valeurs de la vitesse relative à la 
fin et au commencement d'un certain intervalle de temps; 
(h Télément de chemin de la trajectoire apparente^ ou 
rapportée au système (S), lequel est perpendiculaire à Tac- 
célérjation centrifuge composée; ç', ^^ les projections de y, 
(fe sur la direction de ds. Il vient, en appliquant les prin- 
cipes des n**' H2 et 151 , 

Dan$ le cas où le système invariable est animé d'un mou- 
vement de rotation uniforme, on a 



^^ = wV et i (j>'^ dsz=: — J w'rrfr =■ — ( rj — H 



S'il s'agit du mouvement relatif, par rapport à la terre, 
d'un point uniquement soumis à Paction delà pesanteur, 
on a tout simplement, en appelant h la hauteur de la chute, 
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comme dans le mouvement absolu, puisque Taccélération g, 
donnée par Tobservalion, est la rc'sullante de l'attraction 
terrestre et de r«»ccéléraiîon d'entraînement prise en sens 
inverse. 

154. Si un point m est animé de deux luoux^ements re- 
latifs simultanés par rapport à un système ini^ariablet (S) 
mobile, V accélération centrifuge composée dans le mout^e- 
ment résultant est la résultante des accélérations sem^ 
blableSy correspondant aux mouv^ements composants, 

Fig, 6i. Soient {fig* 6i) i^,., ^'r les vitesses 

des deux mouvements composants à un 
instant donné 5. V^ leur résultante; i/^, 
i/p, U^ les projections de ces trois vitesses 
sur un plan perpendiculaire à Taxe in- 
stantané de (S); m A la parallèle à cet 
axe menée par le point m\ w la vitesse 
angulaire instantanée de (S). 
Les accélérations centrifuges composées correspondant 
aux vitesses Vr^ ^\-^^r^ en faisant abstraction du facteur 
commun 2&), étant proportionnelles aux longueurs z/^, 
n\ , U,. , le théorème énoncé devient évident ; car, pour avoir 
ce» accélérations en grandeur et en direction, il suffit 
de concevoir €|ue Ton fasse subir au parallélogramme 
mVfNri^'r^ autour de m A, un quart de révolution en sens 
inverse de co, 

1S5. Si Von considère la rotation instantanée ($> du 
système (S), comme la résultante de dctix rotations simul- 
tanées (ji/y 0)'''', V accélération centrifuge composée du point 
m peut être considérée comme la résultante des accéléra- 
tions analogues correspondant aux rotations partielles 
prises isolément. 

Soient (fig» 61) m ta, miù\ mtù" les droites qui repré- 
sentent la rotation instantanée et ses deux composantes; 




Figr. 6'j. 
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U,., W^ les composantes, perpendiculaire et parallèle au 

plan mtùtù^ tù'\ de la vitesse relative V^; 
p^ p\ p" les distances de l'extrémité de 
la droile que représente U,. aux droites 
mw, mtù\ in(si". D'après ce qui précède^ 
il suffit de démontrer que le théorème 
a lieu pour chacune des composantes 

Les accélérations centrifuges compo- 
sées, correspondant à la vitesse W^ , pour les trois rotations 
ci'dessus, ont respectivement pour expressions aw/?, 2t>/p\ 
2 (ù^' p^^j et comme elles sont dirigées toutes trois suivant U,., 
la première est la résultante des deux autres, car, diaprés 
le n** 66, on a 

(ùp =r w'// 4- ûi"/>". 

Les accélérations centrifuges composées relatives à la 
vitesse U^ étant proportionnelles aux longueurs m co, mw', 
m&)'', la seconde partie du théorème devient évidente*, car, 
pour avoir ces accélérations en grandeur et en direction, il 
Suffit de concevoir que l'on fasse subir, dans le sens voulu, 
autour de mU^, un quart de révolution au parallélogramme 

La généralisation et la réciproque des deux propriétés 
précédentes des accélérations centrifuges composées sont 
trop évidentes pour qu'il soit nécessaire de nous y arrêter. 

1S6. Injluencc de la rotation de la terre sur la chute 
des graines, — La rotation de la terre produit sur les corps 
pesants, tombant sans vitesse initiale d'une certaine hau- 
teur, des déviations assez sensibles, relativement à la verti- 
cale du point de départ (152), pour qu'on puisse les ob- 
server directement. 

Pour nous rendre compte de ce phénomène, décompo- 
sons la rotation tù en deux autres, l'une ci>sinX autour de 
cette verticale, l'autre w cos X autour d'une parallèle à la 
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méridienne, en contini|ant à désigner par X la }atitude du 

lieu. Soient V, y" les projectiops de la vitesse relative V du 

mobile correspondant à la hauteur de chute 2, sur le plan 

horizontal et le plan vertical passant par la tangente au 

parallèle. 

Les composantes de l'accélération centrifuge composée 

sont 

2wsin>.V', 2wcos>.V", 

respectivement situées dans les plans horizontal et vertical 
cirdessus. La première ne produira pas d'effet sensible sur 
le mobile en projection horizontale; car la vitesse V'^ nulle 
avec o), est du inême ordre de grandeur que cette quantité ; 
de sorte que si Ton continue à négliger ot)^, il n^y a pas lieu 
de .tenir compte de cette accélération. L'accélération 
i^tùços'k.y ne diffère de acocosX.V que d'une quantité de 
Tordre co', et doit être considérée, avec la même approxi- 
mation, comme dirigée suivant la tangente au parallèle, de 
inême que l'on peut prendre ici, V = gt. 

Lçi projection horizontale du mohilç se déplace donc, 
dans le sens du parallèle, de l'orient vers l'occident, en 
vertu de l'accélération itùcos\,gty ou avec ]a vitesse 
cocpsXgZ*, et l'espace parcouru au bout du temps t. est 

ou, en remarquant que Ton peut supposer z = -gl^^ d'après 
le mode d'approximation adopté, 



2 /2z\y 
S = — w ces }..z ( — ) • 

3 ' \S I 



Le mobile décrit ainsi, dans le plan vertical, passant par la 
tangente au parallèle, une parabole du degré :«• 
Ces considérations théoriques sont vérifiées par l'expé- 
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rîence d'une manière très-satisfaisante. M, Reech a déduit,, 
en effet, d'un très-grand nombre de résultats, obtenus en 
laissant tomber un corps dans les mines de Freyberg, d'une 
bauteurde i58",5, pour la déviation dans le sens du paral- 
lèle o™,o283, la déviation vers le sud étant de quelques 
millimètres seulement. Or si l'on fait dans les formules ci- 
dessus 

ooio4 
on trouve pour la déviation totale 

8 = 0,0276, 

chiffre qui diffère très-peu de la valeur donnée par Tex- 
pérîence. 



i 57. Injluence fie la rota/îon de la terre sur le pendule. 
— Conservons les mêmes notations qiie tout à l'heure, et 
appelons /la longueur du pendule; p le rayon vecteur, sup- 
posé très-petit, mené de la projection horizontale du point 
pesant au pied de la verticale de suspension •, Q l'angle formé 
par jO avec la méridienn'e; z la projection de la longueur du 
pendule sur la verticale 5 po? ^oi Vq les valeurs initiales de 
0,0, V. On a (153) 

V -V;== 2^(210 -Zj. 

Or, en négligeant la quatrième puissance de p, on a 



, ï p2 



et de même 



p~- 2/ 



z,= l-'-C 



2 / 



par suite 



8 



-vî=^(p'-p;). 
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En projection horizontale, la vitesse V a pour composantes 
respectivement dirigées suivant p et la perpendiculaire à 

cette direction, -^t p—\ d'ailleurs, dans le mode d'approxi- 

, dz 
mation adopté, on peut négliger la composante verticale ~» 

et par suite poser tout simplement 

dû" d9^ 

r//» ^ dr- 

et enfin 



La composante 2 wVcosX de Taccélération centrifuge com- 
posée étant sensiblement verticale, n'a qu'une influence 
insensible sur le mouvement du pendule en projection ho- 
rizontale et peutèlrô négligée. 

La composante de r accéléra lion 2 a) V si n a, perpendicu- 
laire à p, due à celle de V = — £ de la vitesse estimée sui- 

vaut cette dernière direction, a pour expression 2a)sinX -~ 
et tend à faire tourner le mobile de l'orient vers l'occident 
ou inversement, selon que -—- est positif ou négatif ► On a 
donc (69) 

dp^ ^J 

^ de . ^ dp 

2wSinAp-y-9 



dt ' dt 



ou 



d d 

{ù) ^^^2_(Q^^^inle) = o. 

Si l'on pose 

-h wsiii A / = y, 
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on aura 






cVoii 



fia 
p2 ~ = constante C ; 

et comme — = — ^ — o) sin A, 1 équation [a) vient, eu égard 

à la valeur de p' -^, en négligeant le carré de o), et dési- 
gnant par C 4a constante VJ -h awC, 

Or les équations (c) et [d) sont évidemment celles aux- 
quelles on arriverait, en étudiant le pendule, abstraction 
faite de la rotation de la terre, C désignant le carré de la vi- 
tesse initiale; d'où il suit qu'elles représentent^ une ellipse 
(54), dont les coordonnées polaires sont p et (p. Enfin la 
relation (p=0-+-wsinX.i montre que cette ellipse tourne 
dans son plan autour de la verticale de suspension, du nord 
vers l'est, avec la vitesse angulaire wsiny, ce qui est con- 
forme au résultat de l'expérience exécutée au Panthéon par 
M. Foucault. 

L'équation (è), par l'intégration, peut se mettre sous la 
forme 

p,(^+„sinx)=p;[(g)+«sinx] 

et l'on voit ainsi que p ne pourra devenir nul, ou que le 
pendule ne repassera par la verticale que lorsque l'on aura 

1 — ) = — ct) sinX, c'esl-à-dire lorsque la rotation initiale 

imprimée au pendule autour de la verticale sera égale et de 
sens contraire à la rotation de la terre estimée suivant cette 
direction. 
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Dans le cas de rexpërience de M. Foucault où le pendule 
est abandonné à lui-même sans vitesse relative initiale, 

on a ( — I = o, le pendule ne passe pas par la verticale, 

et il est facile de déterminer son plus petit écart, lequel 
correspond évidemment au petit axe de l'ellipse. 
La durée du parcours de Tellipse est (54) 



= - v/^' 



pendant ce temps Tellipse s'est déplacée de l'angle odsinX.T; 
de sorte que le pendule, rapporté à la méridienne et à la 
tangente au parallèle, a décrit autour de la verticale l'angle 
2 71 iti wsinX.T, en prenant le signe -4- ou le signe — , selon 
le sens de la vitesse initiale qu^on lui a imprimée. On aura 
donc pour le temps Ti employé par le pendule à décrire 
l'angle 2?: 



2 TT 

27rzt:wsmA.T 



dbwsin^i/- 
V g 



. = T(.=p«si„).y/^)- 



Quant à la durée de révolution d'une ellipse, elle a pour 

expression 

2 7r 24 heiipf's 



6) 



sin X sin "k 



à Paris, où i =: 48" 5o' if\\ on a T=32 heures envi- 
ron (*). 

158. Projections de r accélération centrifuge composée 
sur trois axes rectangulaires faisant partie du système 
mobile. Équations générales du mouv^ement relatif d!un 
point, — Soient a, [3, y les angles d'inclinaison, sur les trois 
axes coordonnés rectangulaires Oa:, Oy, Oz, de la direction 



(*} \ojez la NotelU. 
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de Taxe instantané, pour laquelle la rotation co a lien de la 
droite vers la gauche pour Tobservaleur couché suivant cet 
axe et dont les pieds sont en O. Nous obtiendrons la projec- 
tion deTaccéléralion cen tri fuge composée sur Oo", en faisant 
la somme des accélérations semblables, auxquelles conduit 
la considération de chacune des trois rotations partielles 
cocosa, wcosp, wcosy, et des composantes de la vitesse rela- 
tive, estimées suivs(nt les trois axes coordonnés. La rotation 
cocos y autour de O2 doitue lieu à deux accélérations cen- 
trifuges composées parallèles aux deux autres axes O x, Oj 

et dont la première est exprimée par — ^wcosy —• La 

rotation autour de Oy donne de même la composante 

2rj)cos[3-T- suivant Ojr, et il vient pour la projection de 

l'accélération centrifuge composée sur cet axe 

(^ dz dy 

C0SP--C0S7- 

On trouverait de même 

[ dx dz\ 

Y/=2«(coS7--cosa~), 



Z/= 2W ( CCS 



ÛY dx\ 



Soient X, Y, Z les composantes parallèles aux axes de 
l'accélération absolue du mobile; X^,Y^, Z^, les compo- 
santes analogues de l'accélération d'entraînement : l'équa- 
tion du mouvement relatif du point m en projection sur Ox, 
sera 



(0 -^ = ^-^cosp~~cos7^j 



-4-X — X,. 



Les deux autres équations du mouvement du poiht m se 
déduisent de celte dernière par une simple permutation 
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tournanle, el sont 



dH 



(3) 



dt 



z ( dr r. ^f''^\ r, ^ 

- =z 2 w I C08 oc -^, cos p -r -h Z — Zg. 

^ \ dt ^ dt / 



(4) 



(5) 



(6) 



A chacune de ces équations, on peut substituer l'une 
(les suivantes, relatives aux aires, et qui s'en déduisent sans 
difficulté : 

' (Vx d^y\ rdz^ , ,1 d , n 

y— x-^j=:2«^— (7C03^-f-^COSa)-~-COS7^(x2 4-j') j 

+ (X-Xe)j^— (Y-Y,)x, 
/ d-'r d'z\ Vdc, ^. I rf, , ,.1 

\'ié'^y^.)=''^YTt^'''''''^'^^''^^^^ 

d^z d^x\ [dy. N ' D ^/ , .n1 

X s— r- p=2« -4-(.rcosa + zcoS7) cos S --[x^'^zn 1 

dt^ dt^ ) X^dt^ " 2 ^ dt^ ^J 

-f-(Z— Z,)a: — (X — X,)2. 

Enfin on peut prendre, pour Tune des équations du 
mouvement, la formule suivante déduite du n° 153, 

(7) V;— V'; = 2 r[[X-X,)dx-h{Y-Ye)dx-{-(Z--Ze)dzl 

formule dans laquelle \',. et V^ représentent la vitesse ini- 
tiale et à un instant quelconque, et qui se déduit également 
sans difficulté des équations (i), (2) et (3). 

Les composantes de Taccélération d'entraînement s'ob- 
tiennent immédiatement dans le cas d'un mouvement de 
rotation uniforme du système (S) autour d'un axe fixe, et 
les formules ci-dessus deviennent immédiatement appli- 
cables. 

Mais en général l'accélération d'entraînement ne sera 
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donnée que par raccéléralîon et la vitesse angulaires eu 
projection sur les trois axes, et l'on devra substituer dans 
les formules précédentes les valeurs : 

X, = s ^ — j ^ — (/,« + ry^ J j; 4- npy 4- nqz -f- T„ 
__ dq dn ^ 

„ dn dp , , 

Z, — jr ^^ — ar — — («^ 4- />2) z 4- w^o: -t-/?77 + T, , 

n , p^ q^ Yj., Yy , Y, ayant ici la même signification qu'aux 
u^* 130 et 131. Dans ces relations il faudrait encore rem- 
placer ¥jr , Yy, Y^ par leurs valeurs tirées du n^ 93 (*). 

159. Formules relatwes au niouv^enient fVun point 
pesant' par rapport à la terre. — Si l'on veut avoir les 
formules relatives au mouvement d'un point pesant par 
rapport à la terre, on prendra, pour partie positive, i*^ de 
l'axe des j:, la portion de la parallèle à la méridienne di- 
rigée vers l'équaleur, 2° de l'axe des j^ celle de la tan- 
gente au parallèle dirigée vers l'orient; 3^ de Taxe des 2, 
celle de la verticale dirigée vers le centre du globe. Cela 
étant, on a 

7 = 90°— A, a=)i, p = 9o«, 

X-X,= o, Y-~Y, = o, Z-^Ze = g, 

et les formules (i), (2), (3), deviennent 
. . d^x . . «[r 

[a) =r — 2wsinÀ— -7 

^ ^ dl^ dt 



( D ) —-— = 2 W Siri A -r ces A — p 

^ ^ dt^ \ dt dt 



9 



\*) Voyez a la Note V, placée à la fin du volume, Tapplication de ces for- 
mules au mouvement relatif du centre de gravité d'un système matériel. 
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et 

(c) ^^awcos^-J+g' (*). 

Ces formules sont notamment applicables au problème de 
la chute des graves résolu plus haut approximativement, 
et plus généralement au mouvement d'un projectile lancé 
avec une vitesse relative initiale V dont nous appellerons 
Vjr, V^, V, les composantes parallèles aux axes. Ces for- 
mules sont întégrables, quelle cjue soît la grandeur de la vi- 
tesse angulaire o). En effet, si l'on place l'origine des coor- 
données à la position initiale du mobile, (a), (c) donnent 
immédiatement 

riz 

Eliminant J'entre ces deux relations et intégrant, il vient 

[d) xcos\-^'Zs\n'k= (V,cosX -f-V,sin>.)^ H — ^/'sinX. 

Portant les valeurs (a'), (c') dans (i), on trouve 

dont rintégrale générale est de la forme 

(V,sinX — V,cosa) a^cosX ,, . 

y i ^_2 /=:Msm2w^ + Ncos2wr. 

Les constantes M et N se déterminent par les conditions 



i 



(*) Ces formules ont été trouvées en premier par Gauss dans un Mémoire 
sur la chute des graves, puis par Poisson dans son Mémoire sur le mouve- 
ment des projectiles publié en 1837. 
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y =z o^ -y- = Vy pour f =i o, ce qui donne 



lit 



^ (VxSinX — V,cos>) 



par suite 



/?cosX 

Vr-h- 

2« 

M= =— , 

2&) 



VxSmX — V,cosX . . 

r= (! — COS2&I/) 






2&) 20 



2 0i) 

La formule (a') donne enfin 

. ^ rVxSin^ — V,cos>» / sin2«^\ 
j:=V,r — 2wsin> -^ ( ^ ' I 

i /,T /?cosX\ , , /3'^*cos>T 

et (rf) 

ff/' ^ fVxSinX — V,cosX / sin2oi)r\ 

Z=Y,t'j-- I-2WC0SX -^ ( t ) 

2 L 2^ \ 2" / 



1 /,, /f cos>\ , , fl^r'cos).'! 
--7 ( V.4-^ ) (i — cos2«r -^^_7 



Dans le cas d'une vitesse angulaire très-petite comme celle 
de la terre, on peut négliger pour un temps très-court le 
carré de o) , et l'on a 

j = \^i -f- {V,sin> — VaCOS>.)w^' — ^ wcos>^f% 



Si Ton suppose V^=o, V,= o, V,= o on retrouve les 
résultats trouvés plus haut relatifs h la chute des graves. 

16 
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160. ^application des théorèmes sur les accélérations 
apparentes à la recherche fie la courbure de quelques 
courbes, — Si l'on renverse l'énoncé du théorème du n°151 , 
on a le suivant : 

V accélération absolue est la résultante des accéléra^ 
lions relatiy^es^ et d^ entraînement , et d'une accélération 
égale au double produit delà vitesse angulaire instantanée 
par la projection de la vitesse relative sur un plan per- 
pendiculaire à Vaxe instantané et dirigée suivant cette 
projection à laquelle on aurait fait subir un quart de 
réi^olution dans le sens de la vitesse angulaire. 

Ce théorème permet de construire très-facilement le 
rayon de courbure de certaines courbes susceptibles d'une 
définition géométrique. Supposons, par exemple, que l'on 
veuille déterminer le rayon de courbure de la ligne dé- 
crite dans l'espace par un point mobile assujetti à se mou- 
voir uniformément sur une courbe donnée plane ou gauche, 
(|ui tourne elle-même d'un mouvement uniforme autour 
d'un axe. 

Soient /• la distance variable du mobile à l'axe de rota- 
tion \ p le rayon de courbure de la ligne mobile; V^ la vi- 
tesse relative; V la projection de V^ sur un plan perpen- 
diculaire à l'axe; o) la vitesse angulaire d'entraînement; 
r le rayon de courbure de la trajectoire dans l'espace 
absolu. 

La direction de la tangente à cette courbe sera celle de la 
diagonale V du parallélogramme construit sur V^ et sur la 
vitesse de rotation wr. Cette construction, ainsi que les sui- 
vantes, seront supposées exécutées sur deux plans de pro- 
jection dont l'un sera, par exemple, perpendiculaire à l'axe 
de rotation. 

L'accélération absolue se composera de l'accélération 

y» 

d'entrainement w'r, de l'accélération relative —1 et de 

P 
l'accélération awV'^. dirigée suivant V à laquelle on au- 



J 
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rait fait subir un quart de révolution dans le sens de co. 
Une construction géométrique donnera T accélération tan- 
gentielle ft^ puis la grandeur et la direction de Taccélération 
normale (p„. On aura ainsi la direction du rayon de cour^ 
bure r dont la longueur sera donnée par ]a relation 



d'où 



7 =?»9 



V2 
9n 



expression que Ton construira facilement* 

Celte construction générale permet de trouver, comme 
cas particulier, le rayon de courbure de la spirale d'Ar- 
chimède dont nous nous sommes déjà occupés; et Ton re- 
connaîtra sans peine que les constructions auxquelles on 
arrive ainsi par deux voies différentes sont identiques. 

La spirale logarithmique peut être considérée comme 
décrite par un point mobile qui glisse d'un mouvement re- 
latif sur le rayon vecteur avec une vitesse proportionnelle 
à ce rayon r, tandis que celui-ci tourne d'un mouvement 
uniforme autour du pôle. 

Soient w la vitesse angulaire du rayon vecteur, à l'angle 
qu'il forme avec la normale, m le rapport constant entre 
la vitesse relative V,. suivant le rayon vecteur et la lon- 
gueur de ce rayon; la composition des vitesses donne 



m 



tang a = — ? V^z-yw'-j- 



m\ 



tir 
De ce que — = V^ = mr, on déduit 

La résultante des accélérations relative et d'entraine- 

i6. 



t 
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ment, toutes deul dirigées suivant le rayon vecteur, est 
r(tù^ — m*), et comme l'accéléralion centrifuge composée, 
prise en sens inverse, est dirigée suivant la vitesse rota- 
toire cor, on a pour Faccélération normale 

— = r (w^ — /w') cosa-f- 2b)/nrsina 

? 



= rcosa(«'^ — /7i' 4- 2w/w tanga] 
= rcosa (w' -f- m-) y 



d'où 



r 
P = 



ces a 



Donc dans la spirale logarithmique le rayon de courbure 
est égal à la normale. 

On peut construire par le même procédé le rayon de 
courbure de la cycloïde, des épicycloïdes, elc* 

161. Application de la théorie du mouvement relatif à 
la recherche de propriétés relati\^es à la courbure des 
surfaces. — i*' De V indicatrice, — Soient AB, AC, deux 
courbes planes passant par un même point A, perpendicu- 
laires entre elles, et dont les plans sont normaux à celui de 
leurs tangentes Ao:, hy^ Az Tintersection des plans des 
courbes; pr-t Pe les rayons de courbure de ces lignes au 

point A. 

Concevons qu^un point mobile /// parcoure d'un mou- 
vement relatif la courbe AB, tandis que celle-ci se déplace 
avec un système invariable (S) dont elle est censée faire 
partie, de manière que son point A se meuve sur AC avec 
la vitesse d'entraînement V^. 

Soient pour le point A, V^ la vitesse relative de m; 
cj)^, (fe les accélérations tangentielle, relative et d'entraîne- 
ment; m, n^p, les composantes de la rotation instantanée 
de (S) suivant Ax, Aj^, Az; V^ la vitesse absolue du 
point m; ç« son accélération tangentielle; a l'angle formé 
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par Y a avec Ve ou Aj; pa le rayou de courbure de la tra- 
jectoire dans le mouvement absolu. On a 

{a) < cosa 

( Vr= Vtftanga. 

En modîBant les éléments du mouvement relatif, on 
fera varier la nature de la trajectoire AD dans l'espace ab- 
solu sur la surface engendrée par AB. 

L'accélération centrifuge composée prise en sens inverse 
a pour composantes 

— 2/?Vr= — 2/? Ve tdQga suivant Aj, 
2/iVr= 2/iV,tang« suivait A «. 

On a d'ailleurs-, suivant A^, les accélérations normales 
d'entraînement et relative — , — . 

La composante tangentielle de l'accélération absolue est 

{b) ^a= {<pc — 2/?Vetanga)cosa -f- ^r sina. 

La composante normale à V^, située dans le plan xhy^ a 
pour expressioi) 

(f) (y^ — 2^Vetanga)sina — ^rcosa. 

Enfin on a, pour la composante suivant Az de l'accélé- 
ration normale, 

v^ v^ ^ 

Pe pr 

Pour que le plan osculateur en A à la courbe AD soit 
normal à la surface, il faut que la composante (c) soit nulle 
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OU que 



(e) 



d'où 

_y,— 2/?Velanga Or 

(p ____ ^^^ ■ ■ • 

ces a sinop 



et dans ce cas on a 

Yl = Yi Yl 

pa Pe Pr 

ou, eu égard aux valeurs («), 



2«V,, 



, ^. I cos'a sin'a T^n . 

(/) — = h -^- IT Sina COSfl;, 

Soient or, y les coordonnées du point situé sur le pro- 
longement de y^ à la distance ^pa du point A, on a 

çosQL = -—^ sina = -p.? 

Vp« VP- 

Pe pr Vtf 

équation d'une section conique dont les grands axes corres- 
pondent aux sections principales de la surface, pour les- 
quelles le rayon de courbure est un maximum et un mini- 
mum. Cette ellipse correspond à Tindicatrice de M. Ch. 
Dupin . 

Les formules (J) et (g) sont applicables à toute sur- 
face (a) dont AB, AC seraient deux sections normales à 
angle droit, — En eflfet, remarquons en premier lieu que 
la condition (e) est remplie en supposant ç^ = o, p = o; 
et que l'on peut prendre m=. o, de sorte que le plan de AB 
peut être considéré comme se mouvant parallèlement à lui- 
même. Cela posé, soient Aj le point de AC situé à la dis- 
tance 

de A^ A,Bi la section de la surface (a), parallèle au plan 
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à AB^, correspondant au poînt Ai 5 de Tangle formé par la 
tangente en Ai à AiBi avec A:r. Si Ton prend ndl = de^ il 
est clair que AB deviendra tangente en Ai à A, Bi. D'ailleurs 
les angles de contingence en A et A, à AB, A,Bi ne diffè- 
rent entre eux que d'un infiniment petit, c'est-à-dire d'une 
quantité du second ordre. De sorte que AB au bout du 
temps dt aura un contact du second ordre avec AiB,, et 
l'on en déduit par un raisonnement simple que la cour- 
bure de AD au point A est la même que celle de la section 
normale à la surface proposée menée suivant la direction 
de sa tangente en A. 

On peut d'ailleurs faire disparaître dans (f) les élémpnls 
du mouvement en remarquant que 

^ ndt d s 

Pour trouver le rayon de courbure d'une section oblique 
menée, par exemple, suivant Aj^, nous supposerons V^ = o, 
ou a == o, fe et (f^ étant différents de zéro. L'accélération 

vi 

normale se compose de — suivant p^ et de (f^ suivant A.r. 

Appelant Q l'angle formé par le plan osculateur de la tra- 
jectoire avec le plan/A-z , la composante de l'accélération 

normale suivant Kz étant — - = — ^ cos0, il vient 

— COSÔ = î 

Pu pe 

d'où 

pa= p^COSÔ, 

ce qui donne le théorème de Meusnier. 

2° De r inflexion des surfaces. — On peut considérer 
ndt. ou de comme mesurant la quantité dont sHnfléchit la 
surface lorsqu'on parcourt le chemin y^df'^ Vinflexiou //e, 
rapportée à Tunité de longueur de chemin ou 

ndt n ds 

y,dt ~ "V, "^ Zv 
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étant représentée par --9 D sera une longueur que nous 

appellerons le rayon d'inflexion de la surface au point A 
suivant la direction de hx^ par assimilation avec ce que 
nous avons désigné (p. iZi) sous le nom de rayon de cam-* 
brure des courbes non planes. 

On reconnaîtra sans peine que di mesure aussi Tangle 
que forme la normale en un point de la surface, avec le 
plan déterminé par ce point et par la normale au point in- 
finiment voisin du précédent, dont la position est détermi- 
née par la grandeur et la direction de ds, 

La longueur D représente également le rayon d'in- 
flexion correspondant à Ar ; car on doit arriver à la même 
formule (g) indépendamment de Thypothèse faite sur celle 
des deux courbes AB et AC que l'on suppose mobile dans 
le mode de génération de la surface. On voit ainsi que Fin- 
flexion est la même pour deux directions rectangulaires. 

Si la surface s'abaisse au-dessous du plan tangent d'un 
côté de A x, elle se relève de Tautre côté, et Ton peut con- 
sidérer les deux portions de la surface comme présentant 
des indexions égales et de signes contraires. 

Si nous supposons que l'indicatrice soit rapportée à ses 
axes principaux, son équation sera 

R, R' désignant les rayons de courbure principaux de la 
surface. 

En rapportant cette courbe à dpux diamètres rectangu- 
laires Ax', A^' faisant respectivement Tangle a avec A x 
et A^', l'équation précédente devient 

I = j'M — -sin'a H- — cos'a j -h j:'M — -cos^a -h ^sin'a | 



— 2:r'j' sinacosa 






Celte équation, comparée à l'équation (g^), montre que 



DE CINÉMATIQUE PURE. H^g 

Tinflexion suivant A x' ou Aj' est représentée par 



I 

— =:=:Sin«COS 



'{i-i) 



Il suit de là que Tinilexion est de même sens ou de même 
signe pour les angles droits opposés par le sommet, déter*- 
minés par les sections principales, et de sens contraire pour 
deux angles adjacents. Le maximum de l'inflexion mesurée 
par la différence algébrique des inverses des rayons de cour- 
bure principaux, correspond aux bissectrices des mêmes 
angles. 

Pour nous faire une idée nette de la manière dont la 
surface s'infléchit autour de l'un de ses points, nous cher- 
cherons la forme qu'affecte la courbe déterminée dans cette 
surface par un cylindre droit d'un rayon infiniment petit ^, 
ayant pour axe la normale au point considéré. On a, en 
appelant z l'ordonnée de la courbe, parallèle à la normale, 
Zq sa valeur correspondant à a = o, 



= (; Sin a COSa 1 rr^ — ^5 



d'où 

Or 

par suite 



KdoL ^ \R R' 



•^ 



7 I I \ sin^a 



V=Z 2R3, 



S = - ( =77 sin'a 4- ~ cos'a 
2 \R' R 



Concevons maintenant que l'on développe le cylindre sur 
un plan, et appelons z/ l'abscisse de la courbe développée 
estimée suivant le développement de Finlersection du cy- 
lindre par le plan tangent à la surface. On a 

équation qui représente une courbe appartenant à la classe 
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des sinusoïdes, dont les points niaxima et minima corres- 
pondent aux sections principales de la surface. Â égale 
distance entre un point maximum et un point minimum 
consécutifs, la courbe présente un point d'inflexion ; enfin 
elle est située tout entière d'un même côté de l'axe des u 
si R et R' sont de même signe, ou si la courbure de la sur- 
face a le même sens tout autour du point considéré ; dans le 
cas contraire, elle coupe l'axe des m, comme il est facile de 
le reconnaître, aux points qui correspondent aux asymp- 
totes de Tindicatrice. 

3** Du rayon 'de cambrure des lignes asjmpto tiques. — 
Supposons que, la surface étant à courbures opposées, ky 
soit Tune des directions pour laquelle le rayon de courbure 
est infini^ l'équation (/) devient 

- = - sin^a -f- TT sma cosa. 

Pfl pr D 

Or le plan tangent jOx détermine dans la surface une 
ligne asymptotique tangente k hy et dont par conséquent 
le rayon de courbure est dirigé suivant Kx, Soient dm et t 
l'angle et le rayon de cambrure de la ligne asymptotique 
au point A, et considérons à partir du même point trois 
éléments consécutifs, supposés égaux à ds de cette même 

ds j 

courbe; on a r = — ? et l'on reconnaît sans peine que l'an- 

gle formé par la normale correspondant au troisième élé- 

2 ds 
ment ou à ids est égal à dm ; d'où il suit que D = -; — = 2 t. 

' an 

Si d est l'angle des asymptotes de rindicatiice, ou la va- 
leur de |3 correspondant à p^ = 00 , il vient 



et par suite 



tanctf = r^ = — - ? 



I sina sin(a — d) 

Pa pr COS<î 
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Or, eu désignant par m la puissance de l'indicatrice, sou 
équation polaire correspond à 



I I sin(^ — a) . 
-= . ,. sina. 



P« 



De la comparaison de ces deux équations, on déduit 



d'où 



/w sin 5 =: — p^ cet §y 
T = m sin^, 



résultat auquel nous sommes parvenus d'une autre manière 
au n° 110, p. iSa. 

162. Du rayon de courbure de F enveloppe H^une 
courbe plane mobile dans son plan satinant une loi géo- 
métrique. — Soient cd [fig* 63) la courbe mobile dans une 

position quelconque ; O le 
centre instantané de rotation 
de la figure invariable dont 
elle est censée faire partie; 
Om = p la normale abaissée 
du point O sur cd] ab^ a'b\ 
les lieux géométriques des 
centres instantanés sur le 
plan considéré comme fixe et 
sur celui de la figure. On sait 
que ces deux lignes sont tan- 
gentes au point O et qu'elles 
roulent l'une sur l'autre. 

Soient 0\ le point de ab 
qui doit devenir le centre în- 
tantané au bout du temps dt 5 
0\m' la normale abaissée de 
ce point sur cd\ C le point de rencontre de /wO, m'0\ ou. 
le centre de courbure de cd correspondant au point m\ 
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mC'= p le rayon de courbure correspondant 5 /î O n' la nor- 
male en O à ab^ a b' \ a Tangle mOn formé par Om avec 
nO\ A le centre, supposé connu, des accélérations de la 
figure mobile, situé sur On dans Thypothèse d'une rotation 
instantanée constante o)-, on a (H9) 

00, U 

U = -3-^ , OA = - . 
at &> 

On sait que le point m est le point de la courbe enve- 
loppe correspondant à la position cd de la courbe mobile; 
et de plus, il est clair que la courbe enveloppe peut être 
considérée comme engendrée par un point m entraîné dans 
le mouvement général de la figure^ par rapport à laquelle 
il décrirait d'un mouvement relatii la courbe cd avec la 



mm' 



vitesse tv = , 

dt 

L^accélération du point m dans le mouvement absolu se 

compose de l'accélération centripète tù^p dirigée de /n vers 

O, de l'accélération «U (H7) dirigée suivant la normale 

Otiy de la composante normale -7- de l'accélération relative 

dirigée de m vers C, et de l'accélération relative tangen- 
tielle dont nous n'avons pas à nous occuper, attendu qu'elle 
ne donne aucune composante normale à la trajectoire de 
m dans le mouvement absolu; enfin de l'accélération 'cen- 
trifuge composée acow dirigée suivant le prolongement 
On'AeOn. 

En désignant par p le rayon de courbure de l'enveloppe, 
et remarquant que la vitesse absolue du point m est w -4- w;7, 
on a, pour la valeur de l'accélération normale dans le mou- 
vement absolu, 

(A) '—^^=zv?p — wUcosa-l- 2WW H j' 

P P 

Soit 01 la perpendiculaire abaissée du point O sur m!QJ ^ on 
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a évidemment 

01 = 00', cosa = TJdtcosay 



mm' =z Oî • -r^ — , 
9 -P 



d'où 



(a) «^ = UcoSa'-7 



/ 



P 



? 



U cos a i=î ' — ~- • w. 

En remplaçant U cosa par cette valeur dans Téquation (A), 
on trouve 

L_ -- ^ l^^p _|_ (t,) _|_ _. l^^p _|_ (ç,)^ 

p p 

par suite 

P 



= WH 79 



et en remplaçant w par sa valeur (a) en fonction de U, 

,^K w / I I \ I 

B -= ( -7 coSa = -— . 

^ \P— T' P —A'/ AO 

Dans le cas de la figure, p' doit être considéré comme 
étant de même signe que p\ si crf, au lieu d'être concave 
relativement au point O, était convexe, il faudrait rempla- 
cer p' par — p'. La valeur positive ou négative de p tirée de 
cette dernière équation indiquera que ce rayon est de même 
sens que/7 ou de sens contraire. 

II est maintenant très-facile de déterminer le centre de 
courbure O de la courbe enveloppe. Soit A la projection de 
A sur la normale km. On a 

O^ = AOeosa, 
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Cl d'après la formule (B) 



T I 



(^—p O^ OC 

d'où 

OK.OC _„, OC' „„ 

et le centre de courbure cherché C sera la projection sur 
C'/w des points de rencontre de la circonférence décrite sur 
O'k comme diamètre avec la circonférence de centre C et 
de rayon OC/. 

Si le mouvement de la courbe mobile est produit par le 
roulement des deux lignes a'i', a&, supposées données, 
l'une sur l'autre, on peut substituer (122) à la formule (B) 
la suivante : 

(C) --+-—=( ) rosa. 

Cette formule, notamment applicable au problème des en- 
grenages, est due à Savary, qui y est arrivé par d'autres 
considérations, et d'où il a déduit la construction sui- 
vante : Soient y' et y les centres de courbure de a'i', ab\ 
f le point d'intersection de la perpendiculaire en O à la 
normale Om avec C'y'; le point de rencontre de y/disec la 
direction de 0//ï détermine le centre de courbure cherché 
C. En effet, soient à' et 5 les projections de y' et y sur 
la normale Om; on a par la similitude des triangles /^OC, 
a'y'C 



y^\0-C- _ rSina(p-^/;) _ 

•^ m ^r ITT Z '. iv~m — 



sma 



C$' f' —p -^r'cOSOL 1 

F 

On trouverait de même 



p--p 



ces a 



1 

r 



sma 

I 
cosa 



p-p 
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pour la portion de la droite O/ déterminée par^C*, et en 
vertu de la relation (C), ces deux valeurs sont égales. 

11 est clair que la vitesse w, du point m sur la courbe 
enveloppe sera donnée par une formule semblable à (a), et . 
aura pour expression 

«', = Uc0Sa " 



^—P 



Le glissement élémentaire t/A des deux courbes l'une sur 
l'autre est par suite représenté par 

(Il = ( «' — M', ) r/f =: U COSa ( — -^ ^ — 1 (U 

\p —p ?- pI 

= Ucosa ' 



^'—p p 



— ]pdt, 

ou, eu égard à (B), 

d^ ^=.p{ùdt. 

Dans le cas où le mouvement résulte du roulement de 
deux courbes Tune sur l'autre, on a, en appelant ds l'élé- 
ment \Sdt décrit dans le temps dt par le point de contact 
des deux courbes, 



w / 1 I 



d'où 



&> 



*-(f+p)'/^ 



't enfin 



di!^==P (^ + pj^^^ 



expression identique à celle que nous avons trouvée pour 
les engrenages cylindriques (105). 

163. De la tangente et du vajon de courbure en un 
point du lieu des positions successii^es du centre de cour- 
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bure d'une courbe qui roule sur une courbe fixe. — Dési- 
gnons par (A) et (6) la courbe fixe et la courbe mobile; 
et soient 

da^ daJ les angles de contingence de (A) et (B) en leur 

point de contact \ 
ds leur élément commun ; 

p = —, p' = y-7 les rayons de courbure correspondants; 

y = -£ 9 7' = ~-, les rayons de courbure des développées 

de (A) et (B); 

yi = —■ le rayon de courbure de la seconde développée 

de (A); 
0) la vitesse angulaire instantanée de (A), que nous pou- 
vons supposer constante. 

Le lieu décrit par les centres successifs de courbure de 
(A), correspondant aux points de contact avec (B), peut 
être considéré comme étant la trajectoire dans l'espace ab- 
solu d'un point mobile entraîné dans le mouvement de 
roulement de (A) et décrivant sa développée d'un mouve- 

I ./, 1 . dp dp doL doL 

ment relatii avec la vitesse — ^ = --^•— = 7 -—. 

dt dsL dt ' dt 

D'autre part, en supposant, pour fixer les idées, que les 

deux courbes opposent leurs convexités, on a 



da / d(i'\ _doL / 
dt \ da) ~~ dt \ 



doL -^-dot! dcL l doi'x acL 1 p 



dt dt \ doL I dt \ p 

et la vitesse d'entraînement est par suite 



du f û \ 



Il suit de là et de la composition des vitesses, que la nor- 
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maie au lieu décrit sera parallèle à la droite qui joint le 
centre de courbure de la développée de (A). au point ob- 
tenu en portant, à partir du point de contact, sur la nor- 
male commune et en allant vers le centre de courbure 

de ( B), une longueur égale à ^' Si nous représentons par â 

la longueur de cette droite, égale à i/y' ■+- ( p H- —/ ) ' '^ 
vitesse absolue du mobile sera 

Pour trouver le rayon de courbure, nous remarquerons 
que l'accélération d'entraînement est la insultante de 

— &)*p, (ù-j- =(àp~ (117), toutes deux dirigées suivant |0 en 
allant du point de contact vers le centre de courbure de (A); 
que l'accélération relative a pour composantes-- ( 7 — j, 

suivant la même direction, et — 7 777» suivant la tangente 

commune à (A) et (B), et enfin que l'accélération centri- 
fuge composée prise en sens inverse, représentée par 

— 1 (fyy ;-T-? a la même direction que les trois premières des 

composantes ci-dessus. 

Il suit de là, en désignant par x le rayon de courbure de. 
la trajectoire, que l'accélération normale dans le mouve- 
ment absolu, égale à la projection de ces diverses accélé- 
rations sur la direction de (?, a pour expression 

^ \^/ T V ^« d f do\ dor\y'^7y 

'7 
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d'où 
(a) .r = 



r fix ri l d(x\ ./al / p\ da} 



Or on a 



dcK. ù' 

— w 



dt p-[-p' 



OU 



d'oi V'df ^ 'dij VdoL'doL ^dajdt 

•= w -^ ; = W ; ■ ■' 

dt^ {p-hpr (p-HpT . 



d^aj_^ (P'7' — P^y) _ (pVjUP^Î^ 



par suite 



d I da\ __ d^oL doL d*f _ d^ dc^ d^ 
'dtylil~''*'dt'^'di''di''''^lîF'^ dt'doL 



d^ 
di 



^r(pV-Y!i)7 . 1 



En ayant égard à celte valeur et à celle de w en fonction de 

— 1 la formule (a) devient 

dt ^ ' 

S' 



X 



p+p' 



p' 



P P p J P^ 



Le sens du rayon de courbure sera indiqué par le signe du 
dénominateur de cette expression que l'on pourra con- 
struire géoraétriqueraeni. En changeant p' en — p' dans 
celte formule, on aura cellequi est relative au cas où les 
courbes (A) et (B) seraient intérieures l'une à l'autre aux 
environs du point de contact. 
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Si la courbe (A) roule sur une droile, p' est infini, 7'^ est 
nul, et il vient tout simplement 



X : — — 



pour le rayon de courbure du lieu géométrique (*). 

164. De la courbure dans tes engrenages coniques. 
— Soient (Jig- 58, p. igS) S le sommet des cônes primitifs 
roulant Tun sur l'autre; S^ leur arête de contact-, Sm 
l'arête de contact des surfaces qui limitent les dents. 
Concevons, comme au n° 132, une sphère de rayon z ayant 
son centre en S. Elle déterminera dans les surfaces des 
dents deux courbes sphériques (s), (5'), dont l'une sera 
l'enveloppe de la position de l'autre supposée donnée. Pro- 
posons-nous de déterminer le rayon de courbure p de 
l'enveloppe (5), connaissant le rayon de courbure p' de (/), 
et sa direction ml', comprise, ainsi que celle de p, dans le 
plan normal niSz aux deux courbes. 

Soient y l'angle niSz formé par l'arête de contact des 
dents avec celles des cônes; (5' l'angle fniz formé par p' 
avec S2; mp la perpendiculaire abaissée du point m 
sur Sz, 

On peut considérer la courbe enveloppe comme engen- 
drée par un point m entraîné dans le mouvement du cône 
mobile, par rapport auquel il décrirait (5') d'un mouve- 
ment relatif. 

Appelant w la vitesse relative du point m, l'accélération 
centrifuge composée est dirigée suivant nip, et est repré- 
sentée par 2WW. 



(*) VqxeZf pour plus de détails sur cette intéressante question, un Mémoire 
de M. Mannbeim, Journal de Maihématitfues pures et appliquées, 2® série, 
t. IV, 1859. 



26o TRAITÉ 

L^ accélération relative normale a pour composantes 



fV» 



f P 



— sin^' suivant /w/?, 



r cos^' suivant Sz. 

L'accélération relative tangentielle ne donnant aucune 
composante dans le plan /nSz, il est inutile de nous en 
occuper. 

En nous reportant au n° 132, dont nous conservons les 
notations, Taccélération d'entraînement a pour compo- 
santes 

w* I ( sin 7 CCS e COS7 J suivant mpy 

— a/cosEsiny suivant Sz. 

D'où l'on déduit pour les composantes de l'accélération 
normale du point m, dans son mouvement absolu, 

/ . a \ «^ . 

w'/ ( sin7 cosi C0S7 ) H — j- sin^' 4- awfv suivant mp, - 

\ 0)2 / P 



iV^ 



— a/cos6sin7 j-cos^' suivant S«, 

d'où, en appelant ^ Tangle que forme avec Sz la direction 
du rayon de courbure p de la courbe enveloppe, 

a w^ \ . ^, w 

i sm 7 I cose . COS7 H — - • -r sm -+- îi — 

w* w* p w 

tang^ r= 1- 

a . w^ \ ^, 

— f cosesmv H 7 coso 



/T' 



Soient m^ le point de (5') infiniment voisin de m^ /w'I 
la direction de la normale principale correspondante, ren- 
contrant en l' la génératrice de conract Sz' des deux cônes ; 



DE CINÉMATIQUE PURE. 26 f 

Vk^Vk^ les perpendiculaires abaissées du point I' sur I//1 
eiSz, 

On reconnaît facilement que 

r .(^ = ir sin m ir , II' = -î^ , 



sinzir 






./ 



d'où 



wm' = wdt = VA- -7—^ — -• 5 

p — w I 



a sïnmlV „, p' 



smzir 

Or l'angle trièdre ml'-z'I, rectangle suivant ml', donne, 
par la proportionnalité des sinus des éléments opposés, 



sin/wir 

^^ = C0S8, 

sin z IV 
par suite 

w a SI 

-cose* 



p' w p' — /wl 

D'autre part, puisque la courbe (5') est sphérique, on a, 
d'après le théorème de Meunier, 

p' = /cos(^' — 7); 

de plus, 

fsinjS' — y) ,„,_'sin7 

sm^ sino' 

et la formule ci-dessus donne 

w i a cost 



w p' OJ^ COS^ 

a cose 



rv = w . -7 / ces ((î' — 7 ) . 
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Eu substitua tit ces valeurs dans rexpressiou de tangd, on 



trouve 



tangtf = tango^ -f-, = tangd -4- ? 



a ces s 

— cose 

w2 



et une construction géométrique fera connaître l'angle § 
et enfin le rayon de courbure p, 

La vitesse iv, du point mobile sur la courbe enveloppe 
s'obtiendra en changeant 5' en d dans la valeur ci-dessus 
de w, et Ton a ainsi 

a . cose 

w COS(î ^ '^ 

Le glissement élémentaire de deux courbes est par suite 
mesuré par 

a' . 
^A m -^ sin7 coss (tang^ — tang^') = /wsin7 dt, 
w 

formule identique à celle que donne la composition des 

rotations. 

On peut mettre dA sous une autre forme qu'il est utile 
de connaître dans le calcul de l'effet utile des engrenages (*) . 

Soient t le point où la perpendiculaire à S/n dans le 
plan mSz rencontre Sz; «, n', t' lespoints-où la sphère de 
rayon i coupe les droites Sm, Sm\ SF; F, F' les rayons 
de courbure principaux des cônes au point f, correspon- 
dant aux angles de contingence rf^, ^x'^ ^^ ^ 

f 



COS7 



Si l'on exprime que l'aire nSt est égale à la somme des 
projections sur son plan, des aires n'S/^, tSf\ l'angle m' Si' 



(*) Voyet \xn Mémoire de l'auteur inséré au 33*^ cahier du Journal de 
l'École Pol) technique. 
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étant égal à y '\-dy^ on trouve que 



et enfin 



cose COS7COS6 



^ r V ross ' 



§ II. — Propriétés géométriques du mouvement relatif 
d'un solide par rapport a un milieu mobile. 

165. V accélération angulaire apparente tïun solide 
dans son moui^ement relatif par rapport à un milieu 
mobile (S) 5e compose : i^ de F accélération angulaire ah- 
solue^ 2° de F accélération angulaire d'entraînement prise 
en sens contraire y 3° d*une accélération angulaire égale 
et de sens contraire à la vitesse de rotation d' entraine - 
ment de ^extrémité de la droite menée par un point de 
r axe instantané de (S), qui représente la rotation abso- 
lue ou relatii^e du solide. — Nous donnerons, pour abré- 
ger, le nom à^ accélération angulaire composée à celte 
dernière accéléralîon. 

On peut considérer les mouvements absolus de (S) et du 
corps M comme se composant chacun d^une translation et 
d'une rotation dont Taxe passe constamment par un même 
point O, fixe dans l'espace absolu. 

Le mouvement relatif de M ne sera pas altéré en impri- 
mant à ce corps ainsi qu'à (S) une translation égale et con- 
traire à celle de ce milieu; ce qui revient à supposer que (S) 
est assujettj à tourner autour du point fixe O. Par celte hy- 
pothèse, la rotation instantanée de M n'est pas changée, sa 
translation seule est modifiée ; mais nous n'avons pas à 
nous en occuper. 

Soient (fig' 64) OA, OR les axes instantanés de (S) 
cl de M dans l'espace absolu, et supposons que les rota- 
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lions correspondantes o>„ , a>, aient lieu de la gauche vers 

la droite pour l'observateur couché suc- 
cessivement suivant OA et OB en ayant 
les pieds en O. Je porle sur les directions 
de ces droites les longueurs OA = oi)^, 
OB = Wa ; 2^u bout du temps rf/, OA et OB 
auront varié en grandeur et en direction 
et seront représentées par OA' et OB'. 
Les accélérations angulaires a^, «« de (S) 

j M ' ' AA' BB' 

et de M seront représentées par — -^ — t-> 

c'est-à-dire par les vitesses des points A et B dans l'espace. 

La rotation relative co s'obtiendra en traçant la diago^ 
naleOCdu parallélogramme construit sur OB = ûo^, et sur 
la longueur OA, = 0)^== OA portée sur la direction OA, de 
Taulre côté du point O, et qui représente la rotation w^ 
changée de sens ou de signe. 

L'accélération angulaire apparente sera la vitesse rela- 
tive du point C par rapport au milieu (S). 

Soit OC la diagonale du parallélogramme construit sur 
OBi et la longueur OA', égale et de sens contraire à OA'^ 

ce 

-^ est la vitesse absolue du point C, et elle est évidem- 
fit * ' 

ment la résultante de — t-j — : — ? ou de a^ et — ^^ 

(U dt 

L'accélération angulaire apparente se composera donc de 
a„ et — «e? €t d'une troisième accélération angulaire égale 
et contraire à la vitesse d entraînement du point C. 

Soient BR, CJ, les perpendiculaires abaissées des points 
B et C sur OA ; â^, $ les angles AOB, AOC : on a 



CJ = BK = w sin à 



«. 



sin^, 



a> 



et l'accélération angulaire composée a pour expression 



a>(.G>)sin^, ou w^coasin d^. 
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166. Si Von considère la rotation d^ entraînement et la 
rotation relatii^e ou absolue du corps comme les résultantes 
de plusieurs autres, V accélération angulaire composée est 
, la résultante de celles auxquelles on est conduit en consi^ 
dérant successivement chacune des composantes de la ro- 
tation d^ entraînement ayec chaque composante de la ro- 
tation absolue ou relative du corps, — \^ Supposons que la 
rotation relative o) se compose de deux autres w', w" dont 
nous représenterons les projections sur un plan perpendi- 
culaire à (É>e par Qfy îl", la lettre il représentant la même 
projection relative à w. 

. Les accélérations angulaires composées w^îî, w^ îl^ P^e^'^ 
correspondant à oo^ oa', co'^ sont proportionnelles et perpen- 
diculaires à IÎ5 il\Q/\ D'un autre côté, ft est la diagonale du 
parallélogramme construit sur il', H", Si donc on fait tourner 
ce parallélogrannne de 270** dans le sens de co^, ses côtés et sa 
diagonale représenteront respectivement en grandeur et en 
direction les accélérations angulaires composées correspon- 
dant aux rotations o), w', w'^et le théorème est démontré dans 
le cas particulier que nous considérons. On Tétendra sans 
'peine au cas où co se composerait d'un nombre quelconque 
de rotations. On arriverait au même résultat en considé- 
rant la rotation absolue. 

2^ Supposons maintenant que la rotation d'entraînement 
se compose de deux autres, w^ , w" , dont les projections sur 
un plan perpendiculaire à Taxe instantané du corps dans 
son mouvement absolu ou relatif soient ft^ , Cil ? '^ projec- 
tion analogue de w^ étant iî^. Les accélérations angulaires 
composées wfî^, wîl^, wflj correspondant à o)^, w^, co^ , 
étant proportionnelles et perpendiculaires aux droites qui 
représentent H^, iï^ , Cï^ , dont la première est la résultante 
des deux autres, la démonstration s'achèvera comme tout 
à l'heure, et s'étendra à un nombre quelconque de compo- 
santes de la vitesse angulaire d'entraînement. 

On déduira sans difficulté des deux cas particuliers que 
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nous venons d'exainiiuT la généralisation du théorème 



énonce. 



167. Relations analytiques entre les accélérations an- 
gulaires relatii^e, d^ entraînement et absolue du corps as- 
sujetti à tourner autour d^un point fixe dans le milieu 
mobile, — Soient : 

Oj:, Oj^, O^, trois axes rectangulaires passant par le 
point relativement fixe O et entraînés dans le mouve- 
ment du corps; 

^'rti Pa-i 7rt» l^s composantes parallèles à ces axes de la ro- 
tation absolue w^; 

//g, pe^ q^ et n^ /;, q^ les composantes analogues de la ro- 
tation d'entraînement w^ et de la rotation relative w -, 

^^x'i «^r' '^'^"«9 '^^ composantes parallèles à ces axes de l'ac- 
célération angulaire d'entraînement. 

Les composantes des accélérations angulaires relative et 
absolue suivant les axes Ox, Oy, Oz ont respectivement 

pour valeurs (95)5 —9 4"' -r ^^ -r' ~t-' -t" 

^ ^ '^ dt dt dt dt dt dt 

Pour estimer la composante suivant Oj: de l'accélération 
angtilaire composée wcc)^ sin(c«), o)^), nous appliquerons le 
théorème du nunjéro précédent. On reconnaîtra sans diffi- 
culté que les rotations d'entraînement n^^p^^ donnent seules 
des accélérations angulaires composées dirigées suivant Ox 
et qui ont pour valeurs respectives — p^q et qep. On a 
par suite 

dr? dria 



d'où 



diia fin 

-7- = ;^ -+- ^Xx^p.q—pqe, 
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et de même 

tîpa dp 

— = _ + .V+ «'/.-".'/. 

dqa dq 

-r = -7- "+■ ^^s + "^P *- 'V^e- 
clt at 

En général o/W, <A>^, Jl)^, We, /?,,, (Je seront donnés par les 
projections de A et o)^ sur trois axes rectangulaires 
OX, OY, OZ fixes dans le milieu (S) et que Ton peut sup- 
poser menés par le point O. Soient v^, C7<,, -^^ les cçmpo- 
santes de la rotation d'entraînement suivant ces trois axes^ 
les composantes de l'accélération angulaire correspondantes 

seront -— ^^ —7-^9 — r^> el les formules de transformation 
dt dt dt 

des n°* 93 et 97 donnent pour les relations cherchées : 



ng == Vc( ces ç ces \p + sin ç sin;|/ cos ô ) 

+ zfe (sîn (p cos j' — cos y sin ^ cos Ô) — y(j sin d sin \p, 

p^ =1= v« (cos y cos ^ — sin (p cos ^ cos 0) 

-f- «Te (sin (p sin \|/ -f- cos <p cos >[/ cos Ô ) -f- x* sin ô cos ^(/, 

<7^ = V* sin (j> sin ô — cr^ cos © sin + /« cosô, 
Ax = — r-^ (cos <p cos ij; -h sin <p sin -^j; cos ^ ) 

^^e / • I 1 AN '^X« • A • 

H .— (sin(pcos\}; — cos<psini];cos ô) -^ smOsin ;(, 

A^ = — — (cos <p sm y — sin cp cos <f ci>s ô j 

drse , . -, , ^ V dyc . ^ , 

H r- (sm cp sm i/ -f- cos © cos ^^ cos ) H ^ sm G cos i^, 

A, = — - sin © sm 9 — --— cos © sm 9 -\ 7^ c(»s 6 ; 

de ^ dt ^ dt 
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On a d^ailleurs, d'après le n^ 93, 



dB 

.V = -^ sin Ô, 
dt 

d-^ da 



fi = r cos J/ — 5- sm >p = -— cos J/ ^ sin sin 4», 

^ dt ^ dt ^' 

/? = rsin+ ^ f cos ip = -7- sin i|; 4- — I sm Ô cos ^, 

^= — -T- + -y-cosô * . 



{*) Voyez la Note V placée à la lin du volume, pour rapplication de ces 
difTérenles formules au mouvement relatif d'un corps solide. 
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CHAPITRE SIXIÈME. 



» r 



DE LA SURACGELERATION 



168. Nous désignerons sous le nom de sijraccélératiom 
la dérivée géométrique (30) par rapport au temps de Tac- 
célération. 

La suraccélération n'est ainsi que Taccélération de l'ac- 
célération considérée comme vitesse, ce qui justifie la nou- 
velle dénomination que nous adoptons. 

Il est clair que les suraccélérations se composent comme 
les vitesses et les accélérations, et que, en projection sur 
une droite ou sur un plan, elles jouissent des mêmes pro- 
priétés que ces dernières 5 d'où Ton déduit, entre autres 
choses, que la projection de la suraccélération sur une 
droite est la dérivée seconde de la vitesse projetée sur celte 
droite. 

§ P^ — De la Suraccélération dans le mouvement 

d'un point. 

169. Soient ^5 Télément de chemin décrit dans le temps 

ds 
dt par un point mobile \ ^= ^ la vitesse correspondante ^ 

p, Pi les rayons de courbure et de cambrure de la trajec- 
toire^ <i«, dt les angles de contingence et de cambrure; 

on a 

ds V 

da. da. 
~di 



ayo 


THAITE 


d'où 






da. V 


- 


dt~ ^^ 


et de même 






dt V 




dt p, 



Nous appellerons avec M. de Saint- Venant la hinormale 
h une courbe la normale perpendiculaire au plan oscu- 
lateur. 

L'accélération tangentîelle — donne lieu auic suraccé- 



,, . r/»V dV doL 

lerations —rT'> t" ' ~r 
dr dt dt 



V d\ 

ù dt 



Fig. 65. 



9 dirigées respectivement 

suivant la tangente et le rayon de courbure. 

Soient maintenant [fig 65) ab, bc^ cd trois éléments 

consécutifs de la trajectoire; Q, R les deux plans oscula- 

leurs nfec, fecrf, qui se coupent 
suivant bc\ i/*le rayon de cour- 
bure jO au point i, censé per- 
pendiculaire à ab dans le plan 
Q 5 cg = p -\- dp le rayon de 
courbure au point c, perpendi- 
culaire à bc dans le plan R; ch 
la projection de cg sur le plan 

abc. II est clair que Tangleg'c/z mesure Tangle dièdre des 

deux plans osculateurs consécutifs, et qu'il est ainsi égal 

à dz. 

L'accélération suivant cg^ \~ di — U se compose de 

l'accélération — dt = — dt suivant sh, c'est-à-dire suivant 

P pp. ^ 

la binormale, et de l'accélération égale à elle-même 
\-fli — u suivant ch, en négligeant les termes du se- 
cond ordre. Si Ion observe que l'angle formé par bf el 
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ch est égal à l'angle de contingence tla^ cette dernière 

donne lieu aux composantes \- d\ — )» — da=i —-dl. 

respectivement dirigées suivant bfet, bc. Il suit de là que 
Taccéléralion normale produit trois suraccélérations, Tune 

langentielle , —•, la seconde — ^J ? dirigée suivant le 

y3 

rayon de courbure*, la troisième — ? perpendiculaire au 

plan osculaleur, située dans l'angle dièdre obtus déterminé 
par trois éléments consécutifs prolongés dans le même sens. 
La suraccélération totale peut donc être considérée 
comme formée des trois composantes suivantes, auxquelles 
nous donnerons respectivement les noms de tangentielle, 
normale et hinormale : 



Jvi^ 



d^W V3 



dt 



4- 



(0 



n 



Jl«/. = 



p dt ^ de 

V3 
PPt 



^\ dY 

p dt 



\' do 



.^ ds 



170. On peut mettre Jl.„ sous une autre forme. Soient 

pour cela {Jîg» 66) ab^ bc^ cd trois éléments consécutifs 

Fig. 66. de la trajectoire; O, O' les conlres d(! 

courbure correspondant à abc^ bcd^ 
OA, O'A'les intersections des plans nor- 
maux menés à ab et bc en 6 et c ; z le 
point de rencontre de Oi, prolongé, s'il 
y a lieu, avec CV A'. L'angle O'iOne dif- 
férant de 90° que d'un infiniment petit 
du premier ordre, on a 

0/ = rfp, 




aya traité 

Mais Oi est rélément d'arc en O de la section normale 
de la surface polaire perpendiculaire à OA, section pour 
laquelle Tangle de contingence est dot. Si donc on désigne 
par ^ le rayon de courbure principal de cette surface, on a 

zn^Jn. — — — — • p, 
aoL as ' 

et par suite 

Dans le cas des courbes planes, ^ représentera le rayon 
de courbure de la développée. 

En résumé, on a les théorèmes suivants : 

Théorème I. — La suraccélération tan gentielle est égale 
à la dérwée par rapport au temps de F accélération tan- 
gentielle augmentée du produit de la vitesse par le carré 
du rapport de cette vitesse au rayon de courbure. 

Corollaire. — Dans le mouvement uniforme et le mou- 
v^ement uniformément varié, la suraccélération tangen- 
tielle se réduit à ce dernier ternie. 

Théorème II. — La suraccélération normale se com^ 
pose du triple produit de l'accélération tangentielle par 
le rapport de la vitesse au rayon de courbure, diminué 
du produit du cube du rapport de la vitesse au rayon de 
courbure par le rayon de courbure principale de la surface 
polaire correspondant au centre de courbure de la trajec- 
toire^ en donnant à ce rayon le signe -h ou le signe — , 
selon que le rayon de courbure de la trajectoire ira crois- 
sant ou décroissant. 

Corollaire. — La suraccélération normale est nulle 
dans le mouv^cment circulaire uniforme, ce qui est évident 
à priori. 

Théorème III. — La suraccélération binormale est égale 
au cube de la vitesse div^isé par le produit des deux rayons 
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de courbure, ou encore à V accélération normale multipliée 
par le rapport de la vitesse au rayon de cambrure, 

171. Ces ibéorèmes devant plus tard nous servir à étu- 
dier les propriétés relatives à la courbure de certaines 
lignes, il convient ici d'établir ou du moins de rappeler 
les quelques formules de géométrie qui doivent nous être 
miles. * 

Soient G [fig* ^Q^ p. 271) le point de Tarèie derebrous- 
sement de la surface polaire, situé sur la génératrice OA \ 
X = OG ^ on a 

angle OGO' = ^e, 



et par suite 






0/ — xdz — //p, 


d'où 




(3) 


dû da dcL û, 
r/s «a dz p 



formule qui permettra de construire le point G de T arête 
de rebroussement lorsque ^, pi , p seront connus. 

Si x = o, «ifl = 05 et réciproquement; le rayon de cour- 
bure principale est nul à Tarête de rebroussement, et cela 
se conçoit, puisqu'il y a là un point singulier. 

Soient Go le point de Tarête de rebroussement qui pré- 
cède le point G 5 d(s 1 élément G G© de cette arête \ on peut 
supposer 

GoO=x, - 

G0'= X -h dx = GO H-nO'/ = X H- d(T H- pr/c, 

d'où 

(4) d(T = d.T- pdsz=d. (±Si^\^t ds. 

Les rayons de courbure et de cambrure de l'arête de rebrous- 

18 
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sèment seront, par suite, respectivement donnés par 






d^ ils 

— = V p/ _ p. 

da ds pi 



L'élément d'arc OO' = d^ du lieu des centres de courbure 
a pour valeur 

et l'angle 0'0z = / que forme la tangente à cette courbe 
avec p est donné par 

ùdg p* 

Soit D le diamètre de la sphère osculatrice passant par 
les trois éléments ab^ bc^ cd\ le cercle circonscrit au 
triangle formé par les diamètres ap, i[p + dp) des cer- 
cles osculateurs passant par ai, bc et ic, cd^ correspondant 
à l'élément intermédiaire crf, est un grand cercle de la 
sphère osculatrice. On a donc, d'après une propriété 
connue, 

D.4p'</8 = 4(p-h ^p)p.2r/Ç, 

d'où 



D = 2y/ 



P^+PÎ--7' 



et la distance du centre de la sphère osculatrice à celui 

du cercle osculateur a pour valeur pi'~« De sorte que la 

connaissance de p^ p^^ ^ conduit à la détermination com- 
plète de la sphère osculatrice. 



J 
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172. Du rayon de courbure de la dé\^eloppée de la 
cycloïde. ^- Reportons-nous à \ai fig. 9, p, 23, et aux 
n^* 28 et 58. L'accélération du point m, w'r donne lieu 
à la suraccélération co' a* dirigée suivant la tangente au cer- 
cle générateur; et en appelant c* la corde complémentaire 
de mb = c^ on reconnaît facilement que sa composante nor- 

maie a pour valeur X„ = w^ - • D'ailleurs la composante 



2 



c ^V 



tangentielle de w*r est — ûi)*-=--^*, et en substituant 



dans la formule (2), à la place de V, p, Jl>„ , -j-) les valeurs 



2 dt 

dt 



ci-dessus, on trouve l'expression connue 

173. Du rayon de courbure de la développée de Tel- 
lipsey de la parabole, — Soient a, b les deux demi-axes 
de l'ellipse que l'on peut considérer comme engendrée par 
le mouvement d'un point dont l'accélératiou dirigée vers 
le centre serait proportionnelle à la distance à ce dernier 
point. Il est clair que dans ce cas la suraccéléralion se ré- 
duit à sa composante tangentielle, et par suite 

Soit J Tangle formé par la normale avec le diamètre cor- 
respondant; on a 

dN V^ , 
-— = — tanffd, 
dt p 

d'où 

I c^ 

tangd— - — 
6 p 

Celte propriété de Tellipse s'étend évidemment à la pa- 
rabole; on peut d'ailleurs s'en assurer en considérant cette 

18. 
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courbe comme décrite par un point dont T accélération est 
constante en grandeur et en direction ; la suraccélération 
normale étant nulle comme la suraccélération totale, le 
théorème s'établit comme ci-dessus. La même propriété 
subsiste également pour Thyperbole; c'est une conséquence 
dç ce qui va suivre. 

174. De la déviation de la courbure des courbes planes. 
— Soient û6, bc (fig- 67) deux éléments consécutifs sup- 
posés égaux d'une courbe; O 
le centre du cercle osculateur 
passant par les points a^b^ C] 
f et d les points de rencontre 
de ce cercle et de la courbe 
avec la parallèle menée par le 
^o pointaà Télémentic; c/*=:flft 

peut être considéré comme le troisième élément du cercle; 
cd formant un angle infiniment petit avec c/*, est lui-même 
du même ordre de grandeur que cette longueur et peut, 
par suite, être regardé comme étant le troisième élément 
de la courbe. La distance fd est évidemment du second 
ordre. 

Soit 0/ le rayon du cercle perpendiculaire au milieu 1 de 
ic, rencontrant la corde ad au point K; je joins le point i 
au milieu y de ad^ el j'appelle â l'angle K/y. On peut re- 
garder yû? comme mesurant la quantité dont la courbe s'é- 
loigne du cercle osculateur immédiatement au delà du point 
où l'osculalion a lieu, ou, si Ton veut, la déformation de 
la courbe par rapport au cercle; on a 

fd z=.'iKj = 2 K / tang ^. 

Soit doi l'angle au centre correspondant à chacun des élé- 

3 
ments ab^ bc\ l'arc abi étant égal à -'pdo)^ devient, d'à- 
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pi'ès une propriété connue du cercle, 



d'où 



4 p 4 



/ci=:^pd(ùHanQS. 



La longueuryi/, pour toutes les courbes ayant les éléments 
«65 &c communs, étant proportionnelle à tangd, M. Tran- 
son (*), à qui l'on doit les considérations précédentes, a été 
ainsi conduit à regarder cette tangente comme représentant 
la première dév^iation de la courbure, et il appelle axe de 
déviation la droite de direction déterminée //. 

La parabole osculatrice à une courbe, passant par trois 
éléments de cette courbe, a deux rayons de courbure con- 
sécutifs communs avec elle, ou, si l'on veut, les dévelop- 
pées ont deux éléments consécutifs communs, Fun en gran- 
deur et en direction, l'autre en direction; de sorte que les 
rayons de courbure des développées correspondant çiu point 
d'oscqlation sont les mêmes. Or il est clair que l'axe de dé- 
viation en \m point de la parabole est le diamètre coi^es- 
pondant; on a donc, quelle que soit la forme de la courbe, 

I Si 
3 p 

Connaissant Si et p, on construira Taxe de déviation en 
prolongeant au delà du centre de courbure Si. d'une lon- 
gueur égale à «5 de ce rayon et joignant le point obtenu à 

celui de la courbe. 

On remarquera que Taxe de déviation est un diamètre 



(*) Journal de Malhématiquvs pures et appliquéeSy t. VI. 
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commun à toutes les coniques ayant, au point considéré, 
trois éléments communs avec la courbe proposée. 

175. Interprétation géométrique de la suraccélération 
normale dans le cas d^un mouv^ement plan, — L'accélé- 
ration normale dans le mouvement d'un point dans un plan 
est susceptible d'une interprétation géométrique très-cu- 
rieuse et que nous allons faire connaître. Soient a Tangle 
formé par l'accélération totale cp avec la normale; f„ Taccé- 
lération normale : on a 

(f„ = —y — =(ï>„tanga, tangtf^^'T' 
et, eu égard à ces relatians, on obtient facilement 

5. ^ 



o)t>,i = -^^ (tanga — tang^) = 



^p ^ ^ ^ ' j cos^accos*^ 

V ^sin'(a — (î) 

Soient c, c' les cordes interceptées par la direction de y 
dans le cercle osculateur et la parabole osculatrice; le pa- 
ramètre de cette dernière étant (50) ip cos J, son équation 
rapportée à la tangente et à l'axe de déviation est 

y'^=: apeos^. .r. 
Si x' ^y sont les coordonnées de l'extrémité de c', on a 

^ ""--^ siD(a — ^)' 



,/ / ^^^^ 



^ =r 



d'-^ 



sin(a — ^) 



ou 



, CCS ^ cos a 

^ sm(a — S) 

, cos^^cosa 

c = 2 p • 7 

sin^(a — ^) 



"1 



par suite 
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V 7 **»* " 



=Hv/4? 



Or 



Donc enfin 



2C' p 



oJla« = 6 • 



v/c'c' 



La suraccélération normale est ainsi égale à six J'ois 
le cube de la vitesse divisé par le produit du rayon de 
courbure par une moyenne géométrique entre les cordes 
interceptées par la direction de F accélération totale dans 
la parabole et le cercle osculateurs, 

i 76. Recherche du rayon de courbure de V ellipse con- 
sidérée comme engendrée par un point mobile en vertu 
d'une accélération dirigée vers T un des foyers et variant 
en raison inv^erse du carré du rayon vecteur. 

Soient (Jig* n? p. 3o) F le foyer par où passe la di- 
rection de Taccélération ; 2 a, ai le grand et le petit axe; 
m, m^ deux positions consécutives du mobile; n^ n' les 
points déterminés dans le cercle de rayon 2.a et de centre 
F par les rayons vecteurs Fm, F/n'; co la vitesse angulaire 
de mF; V^ la vitesse relative suivant le rayon vecteur de 
m 5 p^p' les perpendiculaires abaissées des foyers F, F' sur 
la tangente; c une constante; a l'angle formé par la nor- 
male et le rayon vecteur. On a (35) 



c 

,.2 



V,. =r w/'tanga. 



aSo TRAITÉ 

L'accélération du point m (35) peut être représentée par 



i ac c 

7. b^ ~" ih 



Cp = 7-r C«) =X ;— • W.û. 



Prenant pour simplifier c == 2i*, ip ne sera autre chose 
que la vitesse du point n à laquelle ou aurait fait subir un 
déplacement de 90*^ autour de ce point de manière à le ra- 
mener suivant wF. La suraccélération de m n'est donc, 
par suite, que Taccélération de /z à laquelle on aurait fait 
subir un pareil déplacement. 

Or Taccéléraiion d'entraînement dans le mouvement re- 
latif de m suivant wF est égale à la résultante de l'accélé- 
ration absolue, de l'accélération relative prise en sens con- 
traire, toutes deux dirigées suivant mF, et de l'accélération 
centrifuge composée aw V^, perpendiculaire à /nFj la com- 
posante normale à /wF, dirigée en sens inverse de wr, est 

donc 

aw^rlanga, 

d'où, pour l'accélération angulaire (Je m F autour de F, 

2 w^ tanga. 
On a par suite 

accélération tangentieïle de «, ou composante de la 
suraccélération de m suwant m F . . . , 4 w' ^ tanga. 

jéccélération normale de /i, ou composante de la surac- 
célération de m dirigée en sens ins^erse de (ùr, » • acù^a. 

On déduit facilement de là que la suraccélération nor- 
male a pour valeur 

jt,„ = — 6 w^ fl sin a. 
D'un autre côlé, on a 
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Or 



y2 
P ' 


— 


(pCOSa 




^w cosa, 


dt 


— 


^sîna 


— 


— ûf w sin a , 


V 




«/• 







cosa 



En faisant ces substitutions dans la formule ci-dessus, on 

trouve 

^' sin a 



m) 



arcos^a. 



— tanga. 



Il est facile de démontrer la coïncidence de ce résultat 
avec celui que nous avons obtenu plus haut. Remarquons 
en effet, en posant F'm = r', que 

b^ =z pp' =z rr* sînacosa = r(2â[ — r) sin a cosa, 

d'où 

' {'^^\ -^ (^ — ^Jsina . 
3 \ p / a cosa 

Soient O le centre de l'ellipse^ I, q^ q' les projections de 
O, F, F' sur la normale 5 on a 

//il= — [mq -^mq') = — (rcosa -|- r'cosa) = a cosa, 



01 ==- (F^— F' </') = - (/ sina — r' sina) = (« — r)sina, 

1a 2 



d'où 






en continuant à appeler dTangle Omlj ce qui est conforme 
à la formule du n° 173. Les résultats que l'on vient d'ob- 
tenir s'appliquent à l'hyperbole 5 on sait en effet que celte 
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courbe peut être considérée comme la trajectoire d'nn 
point mobile obéissant à la loi énoncée tout à Theure pour 
Fellipse, mais sous, des conditions de vitesse initiale dif- 
férentes. 

177. Du rayon de cambrure de r hélice, elc, — Consi- 
dérons une hélice tracée sur un cylindre quelconque, dont 
R représente le rayon variable de la section droite, et soit j3 
l'angle constant formé par les tangentes à l'hélice avec les 
génératrices du cylindre. L'hélice peut être considérée 
comme engendrée par un point mobile animé d'un mouve- 
ment uniforme suivant la section droite et d'un mouvement 
de translation uniforme parallèle [aux génératrices. Si v 
désigne la vitesse dans le premier de ces mouvements, la 
vitesse dans le second sera P'cotP, et la vitesse résultante 

y z=Q \/i-hcot»p = -7 



sin^ 



v^ 



Or la seule accélération du point mobile est -r-? dont la di- 

rection est normale à Thélice^ on a donc par suite, pour 
déterminer le rayon de courbure p de l'hélice , 



d'où 



R = 7' 
R 



P = 



sin^P 



Il résulte aussi du raisonnement ci-dessus que la direction 
de p est la même que celle de R. 

Dans le mouvement du point, suivant la section droife du 
cylindre, les suraccélérations tangentielle et normale ont 



(P j»3 



respectivement pour valeurs ^ <^t — ^'j ^' désignant le 
rayon do courbure de la développée de cette section. On 
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déduit de là, pour les composantes normale et binormale de. 
la suraccéléralîon relative au mouvement hélicoïdal, 



,P 



'^"" — rH '^'"' ' 



P^ 



Xà = — cos p . 

Or si pi et Si désignent le rayon de cambrure de Thélice et 
le rayon de courbure principal de la surface polaire, on a 
aussi (169 et 170) 



V3 ,P 






par suite 



pp^ p, Rsinp 



Sx = — : î 

sm^p 

— R _ 2R 

sin^cosp sin2p 



et pour le diamètre de la sphère osculatrice 



D = — — i / R' 
sin^pV 



^ 



/2 



cos^p 



Dans le cas d'une hélice circulaire, on a ^'= o, par 
suite ^ = 05 et effectivement le lieu des centres de cour- 
bure devient alors Tarête de rebroussement de la surface 
polaire, de plus, le cercle osculateur est un grand cercle de 
la sphère osculatrice. 

Si Ton appelle x^ r, r^ la distance du centre de courbure 

à l'arête de rebroussement, et les rayons de courbure et de 

cambrure de cette arête 5 ds l'élément de la section droite 

ds 
du cylindre, l'élément hélicoïde étant -r-r? les formules 

sm p 
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(3) et (5) donnent 




JQ — — _ , ., , 




sin'P cosp ' 




^ R d^' 


R 


cos' p sin* p ds 


sin^ p ' 


. R dg{; 

— r- /•, — 

cosp sin* p ds 


Rcosp 

sin^p 



Dans le cas d'un cylindre circulaire ou à développante de 
cercle, il vient tout simplement 

R Rqosp 

sin^p siri^P 

On peut arriver assez simplement, par le même procédé, 
à trouver l'expression du rayon de courbure des courbes 
hélicoïdes tracées sur toute surface développable et des loxo- 
dromies. Mais nous nous éloignerions de notre but en 
nous occupant de ces questions qui n'offrent qu'un intérêt 
secondaire. 



§ IL — De la suraccélération dans le mouvement 

RELATIF d'un POINT PAR RAPPORT A UN SYSTÈME 
INVARIABLE. 

178. Soient, au bout du temps t {fig^ 6o, p. S26), 

a le point du système invariable (S) où se trouve ac- 
tuellement le point mobile m \ 

w, a la vitesse angulaire instantanée et Taccéléralion 
angulaire \ 

^e-, ^e, '^e 1» vitcssc, l'accélératiou , la suraccélération 
d' entraînement^ 

V, (j), X la vilesse, l'accélération et la siiraccélération 
absolues ; 



DE •CI^ÉMATIQljE PURE. 285 

V,., y^, Xr la vitesse, raccélératîoii et la suraccéléra lion 
relatives 5 

U^, H^r les projections de V^ et (fr sur un plan perpendi- 
culaire à l'axe instantané de rotation ; 

W^ la projection de V^ sur un plan perpendiculaire à 
l'axe de l'accélération angulaire. 

Concevons que l'on imprime à (S) et à w un mouve- 
ment translatoire dont la vitesse, l'accélération, la suraccé- 
lération, soient respectivement égales à celles du point a qui 
se trouve ainsi réduit au repos ; on est alors ramené à con- 
sidérer le mouvement relatif de m dont l'accélération abso- 
lue serait la résultante de (ff et — (f^ par rapport à (S) tour- 
nant actuellement autour du point «, et dont nous repré- 
senterons par ax^ ay les axes de la rotation instantanée et 
de l'accélération angulaire. 

Le point ni possède actuellement la vitesse V^^ son accé- 
lération relative est la résultante de cp — (p^ et de l'accélé- 
ration centrifuge composée 2Ci)U,. dont la direction s'ob- 
tient en supposant que U,. tourne de go^ en sens inverse 
de w. 

Dans le temps A, la droite. ai qui représente V^ tourne 
autour de ax d'un angle égal à tùdt^ vient en ab' et le mo- 
bile prend la position /?*', distante de « de V^rf^ =m'a. 

L'accélération absolue de m' par rapport au système 

tournant autour du point a est la résultante de y-f- A^dt 

et de — 9e — <Jt* ^^• 

L'accélération d'entraînement de m' sera du premier 
ordre comme m'a; on peut donc, dans son évaluation, en 
négligeant les termes du second ordre, supposer que dans le 
temps r/f, ax, ay n'ont pas changé de direction et que &> 
et Cf. ont conservé les mêmes valeurs : on a ainsi l'accéléra- 
tion centripète w'Ur^// par rapport à ax, de sens contraire 
à Up, et l'accélération rotatoire a W^r/f autour de ay^ dont 
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la direction s'obtient en admettant que W^ tourne de 90° 
dans le sens de a. 

Lorsque le mobile est en m'^ la rotation instantanée est 
la résultante de Ot> et a ^r ; mais, d'après un principe établi 
(154, 155) sur l'indépendance entre les accélérations cen- 
trifuges composées et les mouvements composants, il suffit 
de considérer séparément chacune des rotations partielles. 
La seconde rotation donne, en négligeant toujours les 
termes du second ordre, Faccélération ^aW^dt dirigée sui- 
vant W,. que Ton ferait tourner de 90** en sens inverse de a. 

Soient ab^^^ la droite qui représente la vitesse de m'5 
ac^^^ =z\]^^\ sa projection sur un plan perpendiculaire à ax\ 

acj ac' les projections de ab^ ab' sur ce même plan ; l'accé- 
lération centrifuge composée awU^/^ relative à m' et à w 

se compose des accélérations semblables 2c«)U,., itùcc^^^^^ or 
cd'^'^ est la résultante de cc'= coU^ dl^ et de c c^^"^ ;= Y^A, 
car b'b^^"^ n'est autre chose que ç^A. D'où il suit que 
awUÎ.^^ se compose de awU^, awY,. dirigées respective- 
ment suivant U,.; ^ ,. qui auraient tourné de 90*^ en sens 
inverse de co, et de 2a)'U^ dirigée suivant U^. 

Cela posé, soient arf, arf^*^ les droites qui représentent 
dans l'espace absolu les accélérations relatives (p^, (fî?\ du 
mobile en a et ni \ la longueur dâ^^"^ est la résultante de 
l'accélération en m', et de celle de /;i en a, prise en sens con- 
traire, telles que nous les avons estimées tout à l'heure. 

Donc, si l'on se rappelle que dans (jp^/^ on doit prendre 
iù^V^rdt^ oiYf dt en sens contrai e, dd^^^ se compose de : 

oitoe €lt ^ 
JV) (Il ^ 

iù^Xirdt H- 2W*U,.rfi = 3w* Upû?f, dirigée suivant U^^ 
3aWrdt^ dirigée suivant W^que Ton aurait fait tourner 

de 270° dans le sens de a 5 
2c«)^r, dont la direction s'obtient de la même manière 

par rapport à o) et **P^. 
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Dans le temps dt, ad décrit autour de ax Fangle &>/'// 
et vient se placer en ad\ et dd^^^ est la résultante de 
dd'=^Vr^dt et de d' d^^\ qui n'est autre chose que la surac- 
célération relative élémentaire X^dt. On déduit de là et de 
ce qui précède que ^r se compose de : 

3oi)*U^, dirigée suivant U^^ 

2a Wf, dirigée suivant W^ que Ton aurait fait tourner de 

270° dans le sens de a ; 
3o() Y^, dont la direction s'obtient de la même manière par 

rapport à V^ et o). 

En d'autres termes.: 

La suraccélération relatwe se compose : i^ de la surac- 
célération absolue; 2** de la suraccélération d^ entraîne- 
ment prise en sens contraire; 3^ dhine suraccélération re- 
présentée par la projection de la vitesse relativ^e sur un 
plan perpendiculaire à l'axe instantané que Von aurait 
multiplié par le triple carré de la vitesse angulaire ; 
4*^ d\ine surac celé ration égale au triple produit de V accé- 
lération angulaire par la projection sur un plan perpen- 
diculaire à son axe de la vitesse relatii^e. Le sens et la 
direction de cette composante s^ obtiennent en supposa?it 
que cette projection tourne de 270° dans le sens de V ac- 
célération angulaire ; 5** d'aune suraccélération égale au 
triple produit de la vitesse angulaire par la projection de 
V accélération relative sur un plan perpendiculaire à l'axe 
instantané y et dont la direction s^ obtient par rapport à 
cette accélération comme celle de la suraccélération pré- 
cédente par rapport à la vitesse relatii^e. 

On peut remplacer cette dernière (155) par trois autres de 
même nature correspondant aux composantes de (p, — (jp^, 
2 0)11,.,- de (p^ ou par 2c«)Y, — 2wY^ et 4^^^'U^î cetle der- 
nière étant dirigée en sens inverse de TJ^. 
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Remarque, — Dans le cas d'un système animé d'un 
mouvement de rotation uniforme autour d'un axe, la surac- 
célération d'entraînement est égale au produit du cube de 
la viiesse angulaire parla dislance du mobile à l'axe de ro- 
tation et dirigée en sens inverse de la vitesse rotatoire. 

179. Supposons maintenant que l'on connaisse les élé- 
ments du mouvement relatif d'un point par rapport à un 
système invariable et que l'on veuille déterminer ceux du 
mouvement absolu. La composition des vitesses et le 
théorème du n° 160 faisant connaître la vitesse et l'accé- 
lération absolue, pour obtenir la suraccélération on fera 
l'application du théorème suivant, qui est l'inverse du 
précédent. 

Si un point est animé d'un mouvement relatif par rap- 
port à un système ini^ariable, la s,uraccélération absolue 
se compose : i^ de la suraccélération relatii^e^ a° de la 
suraccélération d'entraînement^ 3° d^une suraccélération 
représentée par la vitesse relative, prise en sens inv^erse^ 
projetée sur un plan perpendiculaire à l'axe instantané^ 
que Von aurait multipliée par le triple carré de la vitesse 
angulaire instantanée ^ 4° d'une suraccélération égale au 
triple produit de V accélération angulaire parla projection, 
sur un plan perpendiculaire à Vaxe de cette dernière, de 
la vitesse relatii^e. Le sens et la direction de cette compo- 
santé seront déterminés par la position que prendrait la 
projection ci-dessus de la vitesse relative^ en supposant 
qu elle tourne de 90° dans le sens de l'accélération angu- 
laire^ 5° d^une suraccélération égale au triple produit de 
la vitesse angulaire par la projection, sur un plan perpen- 
diculaire à Vaxe des vitesses, de V accélération relative du 
point mobile^ et dont la direction par rapport à cette ac- 
célération se détermine comme celle de la suraccélération 
précédente par rapport à la vitesse rclativ>e, 

180. Formules relatis^es à la détermination de la déi^iu' 
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lion des courbes polaires, — Les courbes polaires peuvçnt 
être considérées comme engendrées par un point mobile 
qui glisse d'un mouvement relatif suivant le rayon vecteur, 
tandis que celui-ci tourne d'un mouvement uniforme au- 
tour du pôle. 

La direction de la tangente à de pareilles courbes est 
donnée par la composition des vitesses; le théorème du 
n®160 permet de trouver l'accélération absolue en fonction 
de l'accélération relative, par suite l'accélération normale 
et le rayon de courbure. 

Pour calculer la suraccélératîon normale et la déviation, 
on remarquera que les suraccélérations n*'*' i et 3 du théo- 
rème du numéro précédent, c'est-à-dire Jl>^, — Sco* V,., sont 
dirigées suivant r\ que la suraccélération d'entraînement 
— co'r et la suraccéléralion u° 5, 3&>Y^, sont dirigées sui- 
vant la vitesse rotatoire wr. Si donc on représente par a 
l'angle que forme la normale avec le rayon vecteur r, on a 



Jlo„= — [Xr — 3a'Vr)cosa -h ( 3 w HV — 0) V) sin a 

(A) \ _3y d\ 






Comme application, considérons la spirale logarithmique 
dont nous nous sommes déjà occupés au n" 160. On voit 
sans difficulté que Taccélération et la suraccélération rela- 
tives sont respectivement égales à mr et m*/\ La composi- 
tion des vitesses donne 



m ,^ mr 

tang a ^=: — 9 V :^ ^. , 

w sm a 



le théorème du n** 160 

r dV tn^r 

ces a dt sin a 

en substituant ces valeurs dans la formule ci-dessus, il vient 

'9 
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pour la déviation 



5(=*=7)=î'*°8*- 



Donc dans la spirale logarithmique la déviation est con- 
stante, comme l'avait remarqué M. Transon. 
Dans la spirale d'Archimède, rz=:a6y et Ton a 

a otii 

Vr=û«, Xr = o, o, = o, langa = -5 V =-: — ; 

^ ^ r sin a 

r accélération normale est 

w'rcosa -f- 2w'û sin a; 

l'accélération tangentielle 

dY 

le rayon de courbure 

a 
' 5ma{ I -h sm^a) 

et Ton déduit 

^ I (1 -i- 3 sin*a)sinacosa 
•*"«*= 3 (.+Sin'a)' 

Au lieu de procéder par des transformations analytiques, 
ou aurait pu arriver par des constructions géométriques 
successives à la détermination du rayon de courbure de la 
développée. 

Il serait très-facile de déduire de la formule (A) l'exprès- 
sion analytique de la déviation dans les courbes polaires^ il 
suffirait en effet d'y supposer 

dr dr 

^ dt dt 

dffr , d'r 
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tanga = ^, 

7ô 



=S:wi/r'H- 






dO'J 



^ dr^ d^r 

rfÔ» dt\ 

Le théorème fbndamenlal établi plus haut sur lessurac- 
célérations dans le mouvemeut relatif permettra de trouver 
sans difficulté le rayon de cambrure et le rayon principal de 
la surface polaire de la trajectoire dans l'espace, d'un point 
qui se mouvrait d'un mouvement uniforme sur une courbe 
donnée, laquelle tournerait également d'un mouvement 
uniforme autour d'un axe ; en supposant que cette courbe 
se réduise à une droite parallèle à Taxe, on retombe sur les 
propriétés des hélices cylindriques. 

On trouverait aussi sans difficulté le rayon de la déve- 
loppée de l'épicycloïde circulaire, considérée comme engen- 
drée par un point se mouvant uniformément sur un cercle 
qui tournerait lui-même d'un mouvemeîit uniforme autour 
d'un point fixe. 

181. Application à la théone des surfaces, — Repre- 
nons les considérations du n^ 161, et proposons-nous de 
chercher le rayon de courbure de la développée de la section 
normale à la surface engendrée par AB menée suivant la 

direction V^. Soient J/^, th^. J/^, les dérivées -~^y -^, -&, 

^ ^ ' ^ dt dt dt 

A,., ^g, ^rt, les rayons de courbure des développées de AR, 
AC, AD, correspondant au point A 5 fjt, v, cr les composantes 
de l'accélération angulaire de (S) suivant Ax, Ay , A^- 

ï9- 



] 
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La suraccélératioii d'entraînement a potir composantes 

V^ V, 

^(ihc^r)-!- 3 — (fe suivant Az, 

Pe pe 

^g f suivant Aj. 

La suraccélération relative a de même pour composantes 

f(±.^r) + 3— fr suivant As, 

pr pr 

ij/,. •— -f suivant Ajf. 

pr 

La suraccélération (4) du n° 179 est 

— 3 Vr(/w' -h «*-*-/?*) suivant A j:. 

La vitesse relative V,. et l'accélération angulaire don- 
nent les suraccélérations composantes 

> 

3vVr suivant Az,- 
— 3cyVr suivant A/. 

Enfin les composantes ©p, — de l'accélération relative 

Pr 

et la rotation instantanée fournissent les suraccélérations 

Vr . 

--3/W— stiivant Ay, 

P' 

3n(fr suivant Az, 

v; 

— 3/1— suivant Ax^ 

— 3/?<pr suivant Af. 
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En récapiiulatit, on a les suraccélérations 

ya ya 

-^r f — 3V,.(//i* + n}-^p^) — 3/1 — suivant Ax, 

ya y» 

^I;e Y — 3u Vr — 3/?f r — 3/w — suivanf A^', 

p* p« \ p' er J 

suivant A^. 

La suraccélération tangentiellc suivant Az a pour valeur 

r+r-^ — 3(m»-f-/i»-h/>^)V,— 3/î^lsîna 

/ y^3 ya \ y^ 

■+-(+* T — 3mV,. — 3/n— ^ 3/><pp)co8a = >I/a ^* 

La suraccélërati on située dans le plan xAy et perpen- 
diculaire à y^ a pour expression 



(+• r — 361 V^ — 3/?(pr 1 



cosa 



— I 4'r f — 3Vr(/y'* 4- «'+/?') — 3w — — 3/1— Isina. 

L P»- P*" PrJ 

Pour que trois éléiAents consécutifs delà trajectoire soient 
dans un même plan normal à la surface, il faut que cette 
suraccélération soit nulle. En exprimant cette condition et 
remplaçant Y^, fr,par leurs valeurs en fonction de a, 
la relation obtenue permettra de déterminer la valeur que 
Ton doit choisir pour ^r* 

£n6n, on a pour Taccélératiou normale suivant Az 

V^ V v v 

- -^ (±A,) + 3 f' ç. = - ^ (± Jl.) - If {±Sir) 



+ 3 (^-^ + ^) + 3vV, + 3«?,. 



y _ 

Remplaçant ç«, y^, et p^ dans 3'-^ par leurs valeurs 
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trouvées au n** 161, et appelant ^ tangd^ =x ( ±— )? 

tangd, = ^ f ± — I > tang J^ = ^ ( zb — j» les déviations 
des courbes AD, AC, AB, on trouve 

tang ^a= pi cos* a -j tang Se-h-j tang $r tang^ a 

' 2/? \ 2/1/? , 1 



— 1-^-+- ^ ■+- —^ Itanga -4- tangua !• 



D'où l'on déduit que, parmi toutes les sections normales 
relatii^es à un même points il y en a toujours une ou bien 
trois qui offrent en ce point une déi^iation nulle; ce qui est 
conforme au résultat obtenu par M. Transon dans ses re« 
cherches sur les surfaces. Mais la méthode que nous ve- 
nons d'employer ne nous parait pas susceptible de conduire 
à la généralisation de ce théorème, comme nous l^avons fait 
pour ce qui est relatif à la simple courbure. 

Pour trouver la loi de la déviation dans les sections 
obliques, nous supposerons, comme plus haut (n^ 161), 
V,. = o, ou a = o, cj>^ étant différent de zéro. La suraccé- 
lération a pour composantes 

-^r suivant kx^ 

^^ -r- -f ^^npfr suivant Aj, 

V* 3V » 

^(±Jle)H ^-j-3»»r suivant A»; 

P' • Pe 

nous remarquerons en même temps que 

(fr=^ — langô. 
P* 

En exprimant que la suraccélération normale au plan 
osculateur est nulle, pour que la trajectoire ait quatre 
éléments consécutifs dans un même plan^ on aura une re- 
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latioii qui permetlra de déterminer tf/^ en fonction de 9, 
La composante de la suraccélération suivant Oz se réduit à 

F— ^(±a.)-4-3^1cos9=-.^(d=^e)-4-3^V3/i^„ 

L P« Pa J pe pe 

d'où, en remarquant que y^ = cp^ , V« = V^, et eu égard à 
la valeur ci-^dessus de cj>^, 

(g) tangt^a = tangue cosO — n ~- sinô. 

Concevons que l'on porte sur la direction de p^, à partir 
du point Â, une longueur égale à tang^^ , et soient x^ y les 
coordonnées de ce point, on a 



par suite 



cos9 == : r-> sin9= -^ 

tangua tang^« 



x^ -I- 3* = z tang^j — ^^~ ^y 



équation d'un cercle passant par r origine et par le point 
correspondant àtangig. Les directions rectangulaires de 
la tangente à F origine et du diamètre correspondant sont 
celles pour lesquelles la déviation est nulle et atteint son 
maximum. 

Sî l'on appelle l'angle formé par la direction de ce 
diamètre avec tangd^, tangA la déviation maximum, il 
est clair que 

tang(^di= taDgAcose. 

Soient x\y\ z\ les coordonnées d'un point quelconque 
de l'axe de déviation situé à la distance y de l'origine, on a 

*' =.y C0S^aC0S9, 
y = 7S!n^a, 

7} = 7cos5asin0, 



d'où 
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tangd 

tangua 
cosO 



/ 



et la relation (g) divisée par cosd conduit à 

y = a?tang(ye — «—-s. 

De sorte que le lieu des axes de dét^iation des sections 
obliques relatives à un même azimut est un plan. 



Fig. 68. 



§ III. — De la suraccélération daks le mouvement 
d'une figure plane mobile dans son plan. 

182. Nous avons vu que lorsqu'une figure plane se meut 
dans son plan, il existe à chaque instant un point appelé 
centre des accélérations y caractérisé par cette propriété 
que l'accélération en chaque point du systèmeest la même 
que si la rotation instantanée variable avait lieu eflFective- 
ment autour de ce centre. 

Soient S [fig*^ 68) la position de ce centre correspondant 

nu temps t\ m la position contem- 
poraine d'un point de la figure; 
S', m', ce que deviennent ces deux 
points au bout du temps dt ; Sm = r, 
S'm' = /• -h dr\ w, w -h dtù les rota- 
tions instantanées correspondait t aux 

positions m, m' 5 a = — l'accéléra- 

SS' 
tion angulaire; m = — ce que Ton peut appeler la vitesse 

du centre des accélérations ; C le centre instantané de 

rotation; R la dislance Cm. V== w.R = — 7- la vitesse du 
' ' dt 

point m. 
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L'accélération du point m a pour composantes cd*. Sm, 

mS» — = a»mS suivant mS et sa perpendiculaire mT 

menée en m dans le sens du mouvement. Pareillement Tac- 
célération de m' a pour composantes (od*-h J.ay')mS^ 
m'S'(a+rf«) suivant /w'S' et sa perpendiculaire m'T' 
en m\ 

L'accélération (w'-h rf.Ot)')S'm' peut être considérée 
comme la résultante des trois suivantes (&>" -h Ja)')mS, 
(«•4-^««)SS'=w*«rfr, (&)* + rfû)*)mm'==w*Vrff, diri- 
gées respectivement suivant r, de m vers S, suivant u et V^ 
d'où résulte que Taccélération centripète donne lieu aux 

suraccélérations /'-t- = 2 wr — > o)'//, w'R dirigées respec- 
tivement suivant r, m, — wR. 

L'accélération S'/»'(a-h J«) peut de même être consi- 
dérée comme la résultante de ces trois autres, S m . [a-\~d(x)y 
mm' {cl h- J a) =ac«)R<i/, SS'. (a -h d<x) = uadty respective- 
ment perpendiculaires à S/n, mm\ SS', de sorte que l'ac- 
célération r -7- donne les suraccélérations r--=:r-r--> 

dt dt dt' 

acoR = cû — R, M — dirigées respectivement suivant /nT, 

mC, et la perpendiculaire k u. 

En résumé, on a les six composantes 



d(ù 
26) — — r 
dt 


suivant r, 


ta^u 


suivant u. 


— fti^R 


suivant uR, 


rf»6> 


suivant awT, 


w —-R 
dt 


suivant /7tC, 


dw 
u -7- 
di 


perpcntliculair 
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Soient e, yi les angles wSS', S/nC; N, T les composantes 
de la suraccélération suivant mS et mT; on trouve facile- 
ment 

N = a«--7- r — w^acos» H-»*Rsiniî -f- «R-7-cosi» — a-r-smc, 
dt dt dt 

d^(ù dvi . dvi 

T =b>'tfsins — u^Rcosyi -l-r— ; h wB. — r-sinn — « -7- cose. 

<// ^<r </f 

En posant se = a, Tangle r/ est donné par la formule 

R» -h /•' — «' 



cosn = 



2Rr 



Dans le cas d^une vitesse angulaire instantanée constante, 
. on a tout simplement 

N = — w'ucoss +b>'Rsini'j, 
T = oa^ttsinc — u^Rcosvi. 

On pourra toujours faire cette hypothèse lorsqu'on con- 
sidérera une courbe engendrée géométriquement par un 
point d'une figure invariable dont les déplacements sont 
déterminés par des conditions suffisantes, car il est clair 
que Ton ne modifie en rien les propriétés géométriques des 
courbes décrites, et l'hypothèse précédente n'a pour eflèt 
que -de simplifier les calculs. 

On reconnaît facilement dans ce cas, le seul que nous 
considérerons dorénavant, que le lieu géométrique des 
points pour lesquels la suraccélération est nulle est la per- 
pendiculaire à la vitesse du centre des accélérations, abais- 
sée du centre instantané de rotation. 

Soit G le point de rencontre de u avec Cm ^ la compo- 
sante normale de la suraccélération a pour expression 

%\>A= Ncosï) -l-Tsiniï = — (>)^/icos(c 4- ti) = w'ttcosSG/w, 
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et raccélération taDgeniielle 

Xr = T côsti — N sin>î = -^ w^R -4- w' a sinSG w. 

Donc : 

Dans Vhypotkèse dUine rotation instantanée con^ 
stante : i^ la suraccélération totale, en un point quel" 
conque de la figure^ se compose de la suraccélération 
correspondant à une rotation continue autour du centre 
instantané y et d^une suraccélération commune à tous les 
points de la figure, représentée par le produit du carré 
de la vitesse angulaire par la vitesse du centre des accélé- 
rations; tP la suraccélération normale diuiséepar le carré 
de cette vitesse angulaire est représentée en grandeur et 
en sens par la composante, suivant la direction du rayon 
de courbure, de la vitesse du centre des accélérations prise 
en sens contraire. 

Nous avons trouvé plus Haut que la suraccélération nor- 
male est aussi représentée par 

X«=3 -•-; (±Jl = — 3«' — sin>î -(±Jl). 

p dt f ^ ' p p3 ' ' 

Si donc on connaît li ou — en grandeur et en direction, 

co 

on construira Jl à Taide de la formule 

±^ = ;^ (-C0SSG/W4- 3 — sinjjV- 

183. Supposons, en particulier, que deux points de la 

figure soient assujettis à parcourir deux courbes données 

dont nous désignerons les éléments en plaçant un accent 

et deux accents sur les lettres qui entrent dans les formules 

ci' dessus , on a 

R'r'' R'» u ^"''^^ 

— 3 — r- sin>î' (±:^'] = - cosSG'/m', 

- 3 — - sin«"-. ^(±A") = - cosSG" w'% 

p ù * ^ ' w " 
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et Ton pourra construire les projections de - sur R' et R", 



et par suite trouver — en grandeur et en direction. 



Ces dernières considérations sont notamment appli- 
cables : 1° à la courbe à longue inflexion du parallélo- 
gramme de Watt pour laquelle R^ et R'' sont nuls^ a^ à 
Tellipse décrite par un sommet d'un triangle dont les deux 
autres sommets parcourent deux droites fixes, cas où 1 on a 

R' R" 

également — = o, — = o, en considérant les droites 

r P 

comme des limites de cercles ; -, i -^ étant nuls, il en est de 

P P 

même de u, et par suite on a 



d'où 



3Rrsin._^R^ 
p p' 



^ = 3 ^-=- sin>ï. 



= o, 



184 

Fig. 




R^ 

. Hayon de courbure des dév^eloppées des épicy- 
69- cloïdes planes, — Soient (fig* 69) ab la courbe 
fixe ; cd la courbe mobile qui roule sur la pré- 
cédente; es leur normale commune au point 
de contact O ; (V la position de ce point au 

bout du temps dt\ 0(y=ds'^ U = ~ la vi- 
tesse du point O ; r, r' les rayons de cour- 
bure de ab et cd au point O; co la vitesse an- 
gulaire instantanée autour de ce point. On a 
(122), selon que les courbes présentent ou 
non leur convexité, 



u 






1 




ta 




I 
f 


-4- 


I 

r' 
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et le centre instantané S des accélérations s'obtient en 

portant sur la normale commune en O la longueur OS = -• 

La composante Ui de la vitesse u du point S suivant OS 
est 

''•-""5r"-"7?r- /i^_i_\' ' 

\r - r', 

ou, en j remplaçant £?£ par —9 

Or r — > r' -7-7 représentent les rayons de courbure A, A' 
des développées de ah et c^, on a donc 

Soient C le centre de courbure de ctb \ S' la position inti'^ 
nimênt voisine de S située sur la normale GO' en O'; SI la 
perpendiculaire abaissée de S sur S'C; on a 

^, 00'. es 

et en appelant Ux la composante de u perpendiculaire à SC 

6» W rff W r\ w/ r ^ ' 

On pourra donc construire - en grandeur et en direction, 

et par suite le rayon de courbure de la développée de l'épi- 
cycloïde décrite par un point du plan dé la courbe. 

Cas particulieh. — 1° La ligne fixe est une droite, — 
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On a dans ce cas 



1=05, A = o, ~=r'. 



(f> 



d'où 






on peut donc obtenir - en grandeur et en direction. On 

remarquera que la suraccëlération normale d'un point du 
plan mobile, divisée par le cube de la vitesse angulaire, est 
égale à la somme algébrique des projections, sur la tan- 
gente, des rayons de courbure de la courbe mobile et de sa 
développée, et Ton en déterminera d'ailleurs très-facile- 
ment le sens dans chaque pas particulier. 

Comme première application, considérons le mode de 
génération de la cycloïdc, et appelons c la normale à la 
courbe, c' sa corde complémentaire dans le cercle généra- 
teur^ - se réduit à sa composante — = F' dirigée perpen- 
diculairement à F'. Prise en sens contraire, sa projection 
sur la direction du rayon de courbure sera positive ou néga- 
tive selon que l'accélération tangentieile sera elle-même 

positive ou négative, comme il est facile de le reconnaître à 
l'inspection d'une figure. En substituant les valeurs 

dV , c' 

— = rt w' — 9 V = w c, p :=r 2 r, 



dt 


2 


dans la formule 




2 


3ydv 

p dt 


on trouve 





^=2C', 

conformément à ce que nous avons déjà obtenu en partant 
d'autres considérations. 
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Nous avons vu (125) que la chaînette peut être considérée 
comme engendrée par le foyer d'une parabole qui roule 
sur une droite fixe supposée horizontale. Soient r la lon- 
gueur de la normale à la chaînette, d l'angle qu'elle forme 
avec la normale commune à la parabole et à la droite di- 
rectrice 5 on a dans la parabole (50 et 173) 



d'où 



7.r I A' 
cosrf 3 r ^ 



^, tt, ^ sine/ 
tù ces' a 



a> 



^— ^— ^^ • 
cosd 



La composante normale de la suraccélération est par 
suite dz 4w'riang/^/ (182, p. 299), selon que l'accélération 

tangentielle — = ± aw'rtang^ (122 et 125) est positive 

ou négative-, d'où Ton déduit, en remarquant que p = /^ 

,^=:2rtangrf, 

et l'on reconnaît, en partant de là, que le centre de courbure 
de la développée de la chainette est le symétrique de celui 
de la parabole par rapport à la normale de la chainette. 

Une construction géométrique conduit plus facilement 
encore à cette propriété curieuse. 

La déviation dans la chainette, * ~' est mesurée par 

^ tang^, ou par les deux tiers de l'angle formé par la nor- 
male et la verticale, et une construction simple donne Taxe 
de déviation. 

2° Les deux courbes se réduisent à des cercles, — Sup- 
posons, pour fixer les idées, que les deux cercles soient 

extérieurs, on a A = o, A' = o, et - se réduit à sa com- 
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posante perpendiculaire à SO : 

Soient m [fi§. 70) le point décrivant supposé situé sur 
Fîg. 70. la circonférence mobile^ C le centre 

de celte circonférence-^ J, H les projec- 
tions dô C, S sur la normale Om; dans 
iin le cas de la figure, la suraccéléralîon 
normale a pour valeur 




"'•^«(•-^^)' 



et si Ton remarque que 



on a 



Or 



d'où 



dt p 



SH 



/ S0\ SwH.SH wH ,. ^. 



__ OC. OC _„ oj.os ow oc 

oO = .^ ? Un = — rrr: — = — ^ • tt^t: i 



ce 



OC 



2 ce 



/7I 



r. r. [ I 0C\ 



en faisant ces substitutions, on trouve la formule connue 



<a=: 



SH 



/ I 0C\' 

i^^iccj 



d'où Ton déduit, si Ton veut, que la développée de l'épîcy- 
cloïde est elle-même une épicycloïde. 

Remarque, — Lorsqu'une figure est mobile dans son 
plan suivant une loi géométrique connue, la considération 
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des accélérations ne fait connaitre que — 9 ou la relation 
~= / ^ entre les rayons de courbure F et P des 

\r ~ P^ 

lieux géométriques des Centres instantanés de rotation sur 
le plan fixe et sur le plan mobile de la figure, de sorte 
qu^elle n'est pas suffisante pour déterminer complètement 
ces deux rayons ; mais si Ton s'occupe des suraccélérations 

on arrive à construire-^? et la relation 

0) 



u, U 


1 


b) ta 


^ r 



jointe à la précédente, permettra de trouver les deux rayons 
r et F. 

185. Rayon de coufbure de la dév^eloppée de la ligne 
engendrée par un point d'une figure invariable entraînant 
avec elle une courbe qui doit rester constamment tangente 
à une courbe donnée. — Soient [fig* 87, p. 189) ab la 
courbe fixe; a'i'la courbe faisant partie de la figure mo- 
bile \ Â leur point de contact*, Ai, A', les points de ces deux 
courbes qui viennent au contact au bout du temps dt\C^ C 
les centres de courbure de ai, a'i' au point A: O, O' les 
centres' instantanés de rotation correspondant aux points de 
contact A, Al ; S, S' les centres des accélérations correspon- 
dant à 0,Cy; I, F les projections de S, S' sur AC, Ai G; nous 
supposerons, pour fixer les idées, que les courbes opposent 
leur convexité. 

On a (126) 

CI = 



ce 

Soient Ut, Uj les composantes de la vitesse U = — r- 

20 
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du centre instantané de rotation suivant AC et la tangente 
commune en A aux deux courbes *, — étant égal etperpen- 

diculaire à la distance OS, est connu en grandeur et en 

U U 
direction et il en est par suite de même de — ^> —• Appe- 

Ions //], !/« les composantes parallèles à U|, Ut de la vitesse 

SS' , . U 

— de s ^ si Ton remarque que Tangle ACAi = -r^ 

OC 

"~""rf/^^"' ' OC 



SS' , . u 

iiz=z — de s ^ si Ton remarque que Tangle ACAi = j^^dt 
et que SI. ^dt est la projection de S' F sur CA, on a 

,,.==_ (CI) + 



Si, pour abréger l'écriture, nous représentons par T et P 
ks rayons de courbure CA, C'A, il vient : 



^ , 2(r'— A O) fdr' d AO 

ou 



iù)/dr\ dxo\ / r^Ao y/rfr dr\ 

' \dt ~dt) \^^X')\dt~^dtf 



dr ^^ cç' \.^ dt j \cc'j \dt'^ dt) 

Or, on a 

^AO ,, 



et si l'on pose 
il est clair que 



dt 



AA, = ds, A a' = ds'y 



d'où 



ds 


}■ 


OC 
AC' 


dt = 


OC 
AC 


ds 
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on a de même 

_0C' ^' 

Appelant A = F — , A' = F —^ les rayons de courbure 
des développées de ûi, afb\ on reconnaîtra facilement, en 
substituant dans —5 --z- les valeurs ci-dessus de dt^ que 






\cc7 \ oc.r "^ oc'.r /' 



enfin 



« ~" « L ce \ CC7 VcGV oc ocj 
2 oc u, 

ce ' w ' 

expression que Ion peut construire géométriquement. 

Si, pour définir complètement le mouvement de la figure 
mobile, on assujettit Tun de ses points M à parcourir une 
courbe donnée, on connaîtra pour ce point la suraccéléra- 

tion normale X;, ou-^9 par suite la projection, sur la droite 

qui joint M au centre instantané O, de - qui sera par cela 

même complètement déterminée. 

Ces considérations s'appliquent au cas où la courbe mo- 
bile est assujettie à passer par un point fixe A ; il suffit de 
supprimer dans les résultats ci-dessus tous les termes en A 
et r et l'on trouve 

« ~ « L AC V AC; "*" AoJ AC ' « ' 

20. 
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Lors({ue la ligne mobile est une droite, la théorie ci-dessus 

est en défaut, puisque le point G est à Tinfini \ dans ce cas 

on a (126) 

AI = 20A-l-AC, 

. '^(^^)^^T ^^^ ^d(OA) d{AC) Sl.V. 



Or 



par suite 



££_££ AC.U, _ A 

■^ "" "57 * OC "^ ÔC ' '' 



«,_2U, /SI j^\ U, 

w "~ « "^ \3c'^oc/' w ' 



Dans le cas où la courbe ab se réduit à un point A, il ' 
vient tout simplement 

«, __ 9.U, SI U, 

b> 6> OA b> 

Cette dernière relation est spécialement applicable à la 
recherche du rayon de courbure des développées de la con- 
choïde et de la cissoïde, 

486. De la déviation dans les enveloppes des courbes 
planes mobiles dans un plan. — Soient O le centre instan- 
tané de rotation de la figure mobile ^ Om = p la normale 
commune à la courbe mobile et à son enveloppe passant par 
le point O; a Fangle que forme ^ avec la normale a la vi- 
tesse U du centre instantané. 

La courbe enveloppe, comme nous Ta vous vu (162), 

peut être considérée comme engendrée par un point m en* 

traîné dans le mouvement général de la figui^ par rapport 

à laquelle il décrirait, d'un mouvement relatif, la courbe 

, ., , . mm^ 

mobile avec la vitesse —7— = iv. 
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En partant de ces considérations, nous avons trouvé 
(163), en appelant p', pies rayons de courbure de la courbe 
mobile et de son enveloppe, la relaliou 

[a) -^ == w -+--;• 

Nous arriverons à connaître la suraccélératioii normale 
dans le mouvement absolu et par suite la dévia lion et le 
rayon de courbure de la développée delà courbe enveloppe 
en appliquant ici le t}iéorème sur les mouvements relatifs 
établi au n« 179. 

La suraccélération d*entraînement donne la composante 
(àl ( ii| cosdc + i/t sin a) suivant U normale O m \ la suraccé* 
lération relative estimée suivant la mêoie direction est re- 

présentée par — r "3 7? (~ "^ ) j ^ étant le rayoi> de 

courbure de la développée de la courbe mobile. 

La suraccélération n^ 3, du théorème invoqué cirdessus, 
étant normale à O/n, il n'y a pas lieu de sVn occuper^ la 
suraccélération n° 4 ^st nulle^ puisque Ton suppose con- 
stante la rotation instantanée \ la suraccélération n^ 5 se 

compose de deux autres de même nature, 3 co — » 3 w -7- , 

correspondant aux accélératioqs tangentielle et normale 

relatives, respectivement parallèle etperpeudiciilaire à mO. 

La vitesse absolue de m est ijup-k-w^ son accélération 

tangentielle, comme il est Cécile de le pecopuaitre, est la 

somme w Usina H- -7- des accélérations semblables d'en- 

dt 

trainement et relative. Si donc on désigne par S^ le rayon 

de courbure de la développée de la courbe enveloppe, on a 

w dw w^ dw 

= («,cosa^-«2siDa) w^-f-3 -, 7^(db^R') -H 3w — > 
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OU, en remplaçant -=- par sa valeur [a) , 

3 ( w-h -;|(uUsiDa — («M-~) (rfc 



A) 






d'où 



±A=: 



±:^= 



3 ( û) -h -, I oi>Usin « + -Trf doSif) — ( «i cosa + w, sin a) »* 

y P / P' 

(-?)■ 

-. tv Ucosa ^ , • j A 

Or -7 = -7 » en supposant que p et p soient de même 

r P '~' r 

sens; dans le cas contraire, il faudrait remplacer^ par — p\ 
il vient donc 

/ — cosa \ / —cosa \ , . 



\p 



/u cosa y 

\« p'— Z' / 



formule dont on fera facilement l'application lorsque le 
mouvement géométrique de la figure sera défini par des 
conditions suffisantes pour trouver i/i et 1/2, ainsi qu'on Fa 
vu plus haut. 

Nous nous bornerons à vérifier cette formule en l'appli- 
quant au profil des dents de Tengrenage à flancs ; dans 
ce cas 

/ E 

/ u rr' «, u ( . w , 

« r-4-r w w \ P 

d'où 

^ U . / r' \ rr(2r-hr') . 

w \ r-t-r7 (r-+.r')^ 
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Or on sait que Feuveloppe est répîcycloïde décrite par un 

r' 

point de la circonférence de rayon — roulant sur la circon- 
férence de rayon F; de sorte que, d'après ce que Ton a vu 
plus haut (184), on a 

Si = sm a / \ = ^ ji- , 




2 i 2 I „, 

2 

résultat qui coïncide bien avec le précédent. 

187. Des suraccélérations des différents ordres dans 
l'hypothèse d^une rotation instantanée uniforme, — 
Nous n'avons considéré jusqu'ici que Taccroissement géo- 
métrique rapporté à l'unité de temps de l'accélération, ou 
]a suraccélération ^ mais on pourrait pousser les choses 
beaucoup plus loin et étudier les propriétés delà quantité 
semblable relative à la suraccélération ou ce que nous ap- 
pellerons 5 wraccé/eraf /on seconde; de celle qui dérive de 
cette dernière grandeur et que nous désignerons sous le nom 
de suraccélération tierce^ et ainsi de suite. 

En nous bornant à nous occuper de mouvements pure- 
ment géométriques d*une figure plane pour lesquels les ro- 
tations instantanées successives peuvent être supposées 
égales entre elles, nous allons chercher à établir d'une ma- 
nière générale que pour les suraccélérations de tous les 
ordres il existe un centre jouissant de la même propriété 
que les centres des accélérations et des suraccélérations 
premières. 

Le point C (fig* 68, p. 296) étant toujours le centre 
instantané de rotation de la figure, considérons le point S 
comme un point mobile suivant une certaine loi avec la 
vitesse /i, et dont S' est la position infiniment voisine au 
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bout du temps di. Soient m, m* les positions d'un point de 
la figure, contemporaines de S, S', et conservons les nota- 
tions établies plus haut. 

Désignons par n un nombre entier quelconque et con- 
cevons que Ton porte à partir de m, sur la perpendicu- 
laire en ce point menée à Sm = R, une longueur égale à 
co ( — oa'j^.S/w, dans le sens de co par rapport à S ou en 
sens inverse, selon que cette quantité sera positive ou né- 
gative. 

La longueur semblable relative à m' et S' étant égale, 
w( — 0()*)".S'm', l'accroissement géométriquedeoi)( — &)*)".Sm 
sera évidemment la résultante des longueurs : 

mm' .ta (— w»)« = w» R(— tA^ydt, 

dirigée de m vers C ou en sens inverse, selon qu^elle sera 
positive ou négative ; 

SS^ (— w2)«=:: «»(— t^^fdty 

dirigée suivant u que Ton aurait fait tourner de 90° au- 
tour de S dans le sens de co ou en sens inverse, selon que 
(—&)*')" sera positif ou négatif. / 

Il résulte de là que la dérivée géométrique de (à[ — c«)*)".S//i 
rapportée à l'unité de temps aura pour composantes 

(A) («'R(-«% 

dont la tlirection et le sens sont définis ainsi que Ton vient 
de le dire. 

n est clair qu'il existe sur la perpendiculaire abaissée 
de C, sur la direction de u, un pojnt T et qui est unique 
pour lequel ces deux composantes sont égales et de sens 
contraire. Or w* (-^c«)*)"R se compose de w* ( — a)')"CT 
égale et opposée à ao) ( — a)*)" et de w* ( — w*)".Tm, et l'on 
voit que l'accroissement géométrique relatif à m est abso- 
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lument le même que si la figure, au lieu d^avair pour centré 
înstanlané le point C, tournait effectivement autour du 
point S supposé fixe avec la vitesse angulaire ot). 

Cherchons maintenant à évaluer F accroissement géo- 
métrique rapporté à l'unité de temps, de la longueur 
Où* ( — tti^Y^Sm portée de m vers S ou eu sens inverse, se- 
lon qu'elle est positive ou négative. 

On reconnaît sans difficulté que cet accroissement a pour 
composantes 



mnt' 



— „»(-_ «»)« -^ =— w*j(— »')«R, 

dirigée perpendiculairement à Sm en m, dans le sens 
de (ù par rapport à S ou en sens inverse, selon qu'elle 
(®) { est positive ou négative, 

dirigée suivant u ou en sens inverse, selon qu'elle est 
positive ou négative. 

Si l'on considère la première de ces composantes comme 
le résultat d'une rotation — ôi>' ( — o)')" autour de C , et la 
seconde comme une translation parallèle à u, on voit qu'il 
existe sur la perpendiculaire abaissée de C sur u un point T 

donné par la formule CT = -, pour lequel raccroîssement 

géométrique est nul, et qui est tel, que l'accroissement géo- 
métrique relatif à m est le même que si la figure, au lieu 
d'avoir C pour centre instantané, tournait autour de ce 
point T supposé fixe avec la vitesse angulaire w. 

Ces généralités établies, il est facile d'en déduire les 
propriétés relatives à l'accélération et aux suraccélérations 
des divers ordres. 

En premier lieu, si on suppose que S se confonde avec le 
centre instantané C dont u serait la vitesse et que l'on fasse 
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n=:o dans les formules (A), on obtiendra les compo- 
santes de l'accroissement géométrique de tù.Cm^ c'est-à- 
dire de Taccéléralion ; T deviendra le centre des accéléra- 
tions, et l'accélération de m, représentée par cd'Tm, sera 
la même que si la figure tournait effectivement autour du 
point T supposé fixe avec la vitesse angulaire a>. 

Si Ton suppose que S représente le centre des accéléra- 
tions, u sa vitesse, et que l'on fasse n = o dans les expres- 
sions (B), on obtient les composantes de Faccroissement 
géométrique Où*, m T, c'est-à-dire de la suraccélératiôn pre- 
mière-, T devient le centre des accélérations, et la suraccé- 
lération de chaque point m de la figure — co'.wtT est la 
même que si la figure était animée d'un mouvement de ro- 
tation uniforme autour de T supposé fixe. 

La suraccélération tierce s'obtiendra en supposant n = i 
dans (B), S étant le centre des accélérations secondes et u 
sa vitesse; elle a pour valeur co'^.mT, comme si la figure 
était animée d'un mouvement circulaire uniforme autour 
de T, et ainsi de suite. 

On voit ainsi : i** que les formules (A) donnent les com- 
posantes des accélérations d'ordre pair représentées par 
l'indice général in, u étant la vitesse du centre des surac- 
célérations de Tordre 2n — i; 2^ que les formules (B) s'ap- 
pliquent aux suraccélérations d'ordre impair dont l'indice 
général est an -f- i, u étant la vitesse du centre des surac- 
célérations de l'ordre an, et Ton a cet énoncé général. 

Dans le moui^ement géométrique (Tune figura plane 
dans son plàn^ il existe à chaque instant un point de cette 
figure dont la suraccélération d'un ordre déterminé est 
nulle^ et ce point ou centre des suraccélérations est tel, 
que la suraccélération du même ordre d'un point quel- 
conque de la figure est la même que si la figure tournait 
effectivement autour de ce centre supposé fi^e. 

Enfin les formules (A) et (B) constituent un théorème 
dont il est facile de trouver l'énoncé. 
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§ V. — De la Suraccélération dans le mouvement 
d'un système invariable autour d'un point fixe. 



Fig. 71. 



188. Soîenl O le point fixe (fig» 71 ) ; 0-z, O z' deux po- 
sitions consécutives de l'axe instantané de rotation 5 m, m' 

les positions correspondantes d'un 
point du système; OS, OS' l'axe de 
s l'accélération angulaire au premier et 
^^- au second instant; ml = r, ni'V les 
^8' perpendiculaires abaissées de m, ni' 
sur Oz, Oz'\ mJ = q^ m' V les per- 
pendiculaires abaissées de ces mêmes 
points sur OS, OS'; a l'accélération 
angulaire et jx sa composante perpen- 
diculaire à 0:z; 01=2; ({> l'angle 10/71 
ouIOm'; ôTangle dièdre z'Ozin'; l'an- 
gle z'Oz étant égal à -J/, l'angle tri èdre -z'02:/n' donne 




cosy' = cosç -h sinç - rf; cosÔ, 



d'où, par la projection de IF sur Oz, 



Il'cosnO = 0///(cosa)' — cos<p) = 0/// -€/^sinepcosô 

w 
ru 



cos Bdt, 



&> 



La projection de IV sur une perpendiculaire a Oz, dans 
le plan zOz' ^ est d'ailleurs 

II'sijiriO^z^Y//. 



L'accélération centripète (w^ 4- d,rj)^)m'V de w' autour 
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de Oz' (129) se compose des trois suivantes : 

— f»^^ mm' ^=z — ta^ t dt suivant wr, 

[ùi^ -h nbi^)r==M^r-\-2(ar— tlt suivant wl, 

w'ir . suivant II'. 

L'accélération centripète donne ainsi les suraccélcra- 
tions 

— wV suivant wr, 

doi 
lt»hr—- suivant r, 
dt 

&>Mr suivant II' qui se décompose elle-même 

!w ftrcosÔ suivant r, 
&) pz parallèle c\ |x. 

Appelons a' /a suraccélération angulaire et s la distance 
de m à la droite qui la représente. 

L'accélération angulaire [a-^-da] autour de OS' se 
compose de la même accélération autour de OS' et de ol' dt 
qui donne lieu à la suraccéléralion a' s. 

Soient «, »' les projections de m, /// sur un plan per- 
pendiculaire à OS, passant par exemple par le point O; 

;t = — la projection sur ce plan de la vitesse o)7\ 

L'accélération (a •+• rfa) On' se compose de (a 4- /i«) /lO 
et de (a -4- /ia) nn^ = cnf^dt^ respectivement perpendicu- 
laires à On el à jf suivant «tt. Il suit de là que l'accéléra- 
tion angulaire donne lieu à la suraccélération due à l'accé- 
lération angulaire, à la suraccélération a^ dont la direction 
s'obtient en supposant que f^ tourne dans un plan perpen- 
diculaire à OS de 9©** dans le sens de a et de la suraccélé- 
ration a —r autour de l'axe de a, 
^ dt 

Dans le cas de mouvemenis purement géométriques on 
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peut, comme nous le ferons dorëuavant, supposer— = o, 

-— = 05 la suraccéléraliou angulaire est dès lors siluce 

dans le plan osculateur à la courbe sphérîque de rayon ot), 
de centre O, tracée sur la surface conique déterminée par 

les positions successives de l'axe Oz: —r devient -7- et rc- 
^ ' dt dt ^ 

présente la projection de a! sur \ï. \ enfin on a ^^ = — cor cos 
et les suraccélérations a;j et iù}j.z cos6 se détruisent. 

Les composantes de la suraccélération se réduisent donc 
aux suivantes : 

— wV suivant wr, 

fù^z parallèle à fA, 

et à la suraccélération due à la suraccéléralion angulaire a^ 

189. Soient F, F' les rayons de courbure principaux, à 
la distance (ù du point O, des cônes roulant l'un sur l'autre 
que déterminent les positions successives de Taxe instantané 
de rotation dans l'espace et dans le système mobile; A, A' 
les rayons de courbure des courbes déterminées dans ces 
deux cônes par la sphère de centre O et de rayon w 5 
l'angle formé par le plan osculateur à la première de ces 
courbes avec le plan tangent zOz* commun aux cônes. La 
suraccélération angulaire ctJ n'est autre chose que l'accé- 
lération d'un point mobile qui se mouvrait sur la première 
de ces courbes sphériqués avec la vitesse |:ji; elle a aussi pour 
composantes 

d^ 

-~ suivant Lt, 

dt ^ 

— suivant r ; 

A 



3l8 TRAITÉ 

OL donne par suite la suraccélération 

du. 
z -j- autour d*une parallèle à p menée par le point O, 

« 

et la suraccélération due à Taccélération angulaire ^ autour 

^ A 

de A dans le sens de jx. 

'Cela posé, cherchons à exprimer (a, ~ en fonction des 

éléments des deux cônes ; en premier lieu, on a d'après le 
n^ 132, en ayant égard au changement de notation, 



I I 



r r' 



si nous admettons, pour fixer les idées, que les cônes oppo- 
sent leurs convexités; d'où 



d\>. |xM r r' 



dt tù \ di dt 



D'autre part, le théorème de Meusnier donne 



A =rsine, 
A = oi>cose, 



d'où 



1= /Jl^l 

r "" V A» w» 



rfi 



r r dK __ TfA dA 

'dt~^ 7}"dF^ "a: l».di 



Or (i70) A'—- n'est autre chose, au signe près, que le 
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rayon de courbure principal A de la surface polaire de la 
courbe sphérique du premier cône, au centre de courbure. 
Il vient donc, en appelant A' le rayon semblable relatif au 
second cône, et supposant que A et A' portent leurs signes, 



r 


r 


dt 


^A*-^' 


r' 
t(t 


— a — r . A', 



d'où 



du. u? / r r' ; 

-i-=il.— -AH A' 

dt w VA* ^ A'* 



Enfin la suraccélération angulaire— se compose des sui- 



vantes : 



u? u} 

— sine = ~ suivant V. 

A r ' 



---COS0 = ^ suivant z, 
A ot> 



Il résulte de là que la suracçélération a pour compo- 
santes : 

— w'r-h^r suivant wr, 

eopiz suivant pi, 

— z 1 -— A -h -77 • A' I autour de a, 
w \A* A^ / ' 

p2 . 

-p yz' -H r* cos^0 autour de r, 

d'où l'on déduira sans peine, lorsque les deux cônes rou- 
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lants seront donnés, les suraccélërations normale et binor- 
maie, par suite la courbure de la surface polaire et le 
rayon de cambrure de la trajectoire d'un point quelconque 
du système mobile. 
Posons 

/Xi étant une tangente trigonométrique que Ton sait con- 
struire, etappelons F^, F',, Aj, A',, Aj, A\ ce que devien- 
nent pour la distance z au sommet, les quantités représen- 
tées par les mêmes lettres pour la distance co, auT^quelIes 
elles sont proportionnelles. 

Les composantes de la suraccélération se mettent d'abord 
sous la forme 

( 1 ) w* ( — /• -h p^ r) suivant gj r, 

(2) u^piiZ suivant |x, 



j »' 



•p p' A' 

(3) wyjs3 I ' ^^ ^ _l_Lj autour (le pt, 



A* ' a; 



w^w? z 



i f \ ^^ ri ^ I 

(4; — p — V*' -H r^cos^e, autour de r, 

expressions dans lesquelles les coefficients de ot)' sont sus* 
ceptibles de constructions géométriques. 

190. Supposons, comme application, que les cônes rou- 
lants soient circulaires et extérieurs l'un à Tautre, en 
d'autres termes que l'on veuille étudier les propriétés de 
l'épicycloïde sphérique. Dans ce cas la composante (3) est 
nulle, et les composantes (2) et (4) concourent seules à 
donner les suraccélérations normale et binormale. La com- 
posante (2) donne la suraccélération (ù^^LiZ s\n6 suivant r 
et une suraccéléralion suivant cor, dont il est inutile de 
tenir compte. 
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♦ La suraccélération angulaire &>' — se compose de deux 

aulreSy — co'fxj •—- suivant/', — w'jxj.— cos9 suivant une 
perpendiculaire au plan mS^; la première donne la surac* 

z 

célération — w'fXi — sîn 5, dirigée suivant wrque nous lais- 

seronsdecôté; la seconde, la suraccélération co'fjil =p cosO.Sm, 

perpendiculaire à Sm dont il ost facile de déterminer le sens. 
Cela posé, soient a l'angle formé par Sm avec Sz\ ô 
Tangle mVz formé par la normale mP à la courbe avec Sz ; 
Sm = I le rayon de la sphère; nous avons trouvé au n** 132, 
en ayant égard au changement de notations, 

et Ton déduit de ce qui précède pour les suraccélérations 
normale et binormale : 

X« = w^fi.zCOSaH i-^-r ; sm (tf — a), 

• « «*a?8COSÔ.i ,^ 
XB = (à^l^\ZSinS i-2 cos(a — a). 

Le rayon de courbure de l'épicycloïdé étant 

p = /cos(^ — a), 

le rayon de cambrure pi sera donné par la formule 

r» . fL] zp cosO 

— =2 Ltizsma — ï-^— ^ 9 

ppi r, 

qui est susceptible d'une construction géométrique, en sup- 
posant que le rayon de courbure p ait été déterminé en 
grandeur et en direction. 

2t 



3aa TR4ITÉ 

L'aceélération tangenticlle a pour valeur 

di ^ r F 

par suite 

d'où pour le rayon dft courbure principal de la surface 
polaire au centre de courbure 

±:^= — pizcosô — fA,«cos5— -i-i sin((î— a) i-^, 

expression que Ton pourra construire géométriquement. 

491 . Relations entre les rayons de cambrure et de cour- 
bure de surfaces polaires' dans les courbes déterminées 
dans les dents des engrenages coniques par une même 
sphère concentrique au sommet des cônes primitifs. — Re- 
portops nous au n° 170 en supposant les cônes circulaires 
dans la fig, 58, p. ipS; appelons ^, S^ les rayons de cour- 
bure principaux des surfaces polaires aux centres de cour- 
bure de la courbe sphérique mobile et de son enveloppe; 
p'j, pi les rayons de cambrure de ces mêmes courbes. 

Nous avons trouvé au numéro précité, aux notations 
près, 

lang ^ = — r-r -h tang B'. 
° f«, smô ° 

, sin Ô / cos iB' — a) cos 5 

'^'^ cos^' sini^ — ^') 

Dans le mouvement absolu du point m, Taccélération 
tangenticlle est, comme il est facile de s'en assurer, la 

somme a)'ui2cos6-h-7- des accélérations semblables d'en- 

at ' 

trainement et relative. 
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La suraccélération absolue a pour composâmes 

normale, — i i( w»pt,2cosÔ-f-— j — ( j (itil)> 

binormale, ^• 

Les composantes normale et biuormale dans le mouve- 
ment relatif du point mobile ont pour expression 

D'après ce qui précède, la suraccélération d'entraîné- r 
ment a pour composantes suivant la normale et la binor- 
male à la courbe sphérique enveloppe : 

w' I fAiZcos^ + — zi cosÔ sin {$ — a) U 
w* J [Xi2 sin S — — / ces cos [S — a) 1 • 

La suraccélération n° 4 du théorème du n" 179 sur les 
mouvements relatifs, représentée par — SjLtjw'tvsin^, est 
dirigée suivant Oz. 

La suraccélération n° 5 du même théorème donne la 

seule composante 3 a) —• dans le plan 80-2 suivant r, diri- 
gée de m vers L 

On a donc, en faisant l'application du théorème ci^dessus, 



-f- wM y.iZcosd -t- ^ — cosO sin {S — a 
-I- 3u.i0^w sin 9 cos^ 4- Sw — sin^, 



) 



21. 



3a4 

et 
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( 



— i- = -7-r <."os(5 — ^) — F — 7 r, ±^ I sin(^— 

4- ( fii^sin^ — — z/cos© cos(5 — a) j w^ 



S') 



dtv 



SfAiGd'fi'sindsiQ^ — 3w — cos^. 



£/^ 



Pour simplifier ces formules, nous remarquerons que 



» r -4- w 



cos 



(0 r . cos 9. cos (5' — a) 1 <ù cos S' 



(V 



cocos ^ 



p'""sin(5 — ^)' 



dtv ,, 



les termes en — disparaissant, il vient en réduisant 



di 



3pt, sin*(J — ^)(zcosOcos^ — p'sin cos'J) 



P 



n 



j.jl^_._l_ ; +cos^Jcos(^-«5')(±^')-hcos'5^sin(^ — ^')[ 



cos'^ 



-sm'{S-i') ( 



pt; 



fAt z cos ^ -h '-f «/ cos ^ . sin (^ — a 



p' cos*^ 

Pi COS*^' 



PL cos {$ - S')-^ sin (^ — S') ( ±^') 
P» 

p,z j sin^ — fi, — cosO cos(^ — a) j sin*(J — S')}' 
3|», p' cos^ sin^ sinQ sin'(<î — ^') 

On pourrait encore simplifier ces formules, de manière à 
les rendre plus accessibles aux constructions géométriques; 
mais nous n'insisterons pas davantage sur cette question 
dont nous n'avons indiqué la solution que pour donner une 
idée des ressources que Ton peut tirer de la Cinématique 
dans certaines parties fort épineuses de la Géométrie, 
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§ V. — De la SuRÂccÉLÉRATJOif iSans le mouvement 

LE PLUS GÉNÉRAL d'uN SYSTEME INVARIABLE. 

192. Scdem {fig* 7^) T, T' deux positions consécutives 
du centre des accélérations ^ T^, T'^' les parallèles en 
T^ T' aux positions correspondantes de l'axe instantané^ 
\V la plus courte distance de ces droites, que nous désigne- 
rons par Wrf/-, TS, T'y les 
axes de l'^^ccélération angu^ 
laire en T et T'^ TK = 'Odt 
la distance du point T à T'S'^ 
Tzj, TSi les parallèles en 
T menées à Vz\ T'S'. 

On peut considérer le 
mouvement comme résul- 
tant d'une rotation oi) autour 
de Oz et d'une translation 
oblique à cet axe^ que nous 
supposons connue en grandeur et en direclion. 

La rotation (a -hJa) aiitour de T'S' est équivalente à 
une même rotation autour de TSf et à une translation 
(oc-{' d(x)XDdt=: a'Ofk perpendiculaire au plan STK et 
dont le sens est connu. 

Il résulte de là que la suraccélération provenant de l'ac- 
célération angulaire se compose de t!)« perpendiculaire au 
plan STK et des composantes qui résulteraient de Fliypo- 
tbèse du point T supposé fixe, et que nous devons évaluer; 
seulement la projection que nous avons appelée^ au n^ 188 
représente ici celle de la résultante des vitesses de rotation 
et de translation. 

Soient P, P'ies plans menés par II' perpendiculairement 
à Izy Vz''^ n, n' les projections sur ces deux plans de la po- 
sition m' qu'occupe m au bout du temps dl'^ /? la projection 
de m sur le plan P-, nï = r, n'V les dislances du point m 
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aux axes I^, I'z'5 n^h^n'n" les perpendiculaires abaissées de 
n' sur IJ' et sur le plan P; ç l'angle pli' formé par r avec 
W, égal à un inâniment petit du premier ordre près aux 
angles wll', 180*^ — n'V\\ on peut considérer de même 
n'V et mpT=szz comme ayant respectivement la nnème lon- 
gueur que r et jn'ii\ soit de plus Ç=:-~- la projection 

de la vitesse de m sur le plan P. 

En continuant à désigner par fx Faccélération angulaire 

nornialeàOr, l'angle des deux plans Pet P' est égal k^dt^ 
et Ton a 

n'n'' = n!h ^^dt = n' V sin /l'I'// . ii r// = r sîn © ^^ ^, ' 

€;> Cl) I 

L'accélération centripète (cd* H- ^w^j/i'I' relative à Taxe 
Vz\ dirigée suivant Ti'I', étant proportionnelle à celte 
longueur qui est la ligne résultante du polygone gauche 
Vlpnn-^n\ est la résultante des suivantes : 

{%>^^d(a^)lp = w^r -h 2 «r — <//, dirigée suivant r, de /7 vers I, 

(ft)2 4- d(ù^)pn = tù^T^dtj dirigée de n vers /?, ou suivant Ç, 
(w'-l- d(ty^)n"n = (oitzdtj dirigée de n vers h, 
(w' 4- dtiï^)n"n'z=z 6)prsin7^fy dirigée de n' vers n" y 
(w»4-<f«»)ir rrrw^-yyj^^ dirigée Suivant W. 

Il résulte de là que l'accélération centripète donne lieu 
aux suraccélérations : 

2û>r -p> dirigée suivant r, vers Taxe de rotation, 
dt 

— w'Ç, dirigée suivant Ç, 

— wfAZ, dirigée suivant z, 

fiirsîn^, dirigée suivant la projection sur le plan P de la perpen* 

diculaire abaissée de m sur W, 
«'W, dirigée suivant W. 
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La Vitesse W étant perpendiculaire au plan STz, doit 
être considérée comme connue en direction, mais non en 
grandeur, en position, ni quant au sens; la vitesse U est 
complètement inconnue. 

Les conditions auxquelles le mouvement du système est 
assujetti, s^il s'agit de déplacements géomjétriques, serviront 
à déterminer ce qu'il y a d'inconnu dan§ U et W. 
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NOTES. 



NOTE I. 

SUR LE MOUVEMENT PENDULAIRE. 



Lorsque l'on imprime une vitesse horizontale à Un pen- 
dule simple peu écarté de la verticale, on observe que la 
courbe décrite, en projection horizontale, n'est pas une el- 
lipse, mais une sorte de spirale à spires allongées, dont les 
rayons- vecteurs maxima et minima partant de la trace ho- 
rizontale de la verticale du point de suspension éprouvent 
uîi déplacement angulaire dans le sens du mouvement pen- 
dulaire. L'eflet produit est à peu près le même que si, le 
pendule décrivant une ellipse, cette ellipse tournait autour 
de son centre, de la gauche vers la droite, en supposant, 
par exemple, que le mouvement pendulaire ait lieu de la 
gauche vers la droite pour l'observateur couché le long de 
la verticale de suspension. Cette différence entre Tobser- 
vation et la théorie exposée dans le texte, et que Ton re- 
trouve sous une forme analytique dans tous les Traités de 
Mécanique rationnelle, tient uniquement à ce que l'ap^^ 
proximation adoptée n'est pas assez grande; mais, pour 
aller plus loin, la géométrie devient insufQsantc, et il faut 
avoir recours a l'analyse. 



33o TRAITÉ 

Soient [fig. 17, p. 5o) : 

/ la longueur OB du pendule 5 

^ Tangle très-peiît qu'il forme avec la verticale; 

cp Tangle azi mutai du plan vertical OBA qui le ren- 
ferme avec un plan vertical fixe; 

g Taccélération de la gravité; 

n' = -. 

8 

Le mouvement de la droite OB peut être considéré commie 
résultant de deux rotations, Tune -^ autour de la verticale 

OA , et l'autre -7^ autour de la perpendiculaire £u O au 

plan BOA. Il résulte de là que la vitesse i^ du point B a pour 
composantes 

dt ^ dt dt 

la première perpendiculaire au plan BOD, la seconde com- 
prise dans ce plan et perpendiculaire à OB. On a ainsi 

p' === ^^ sin^ ^!; -j^ H- /» -1- , 
^ dt^ dt^ 

et d'après la formule du n*' 63, 

/'sin'^[; j^ -h l' -^ = 2§'/(co8^^ 4- A), 

en représentant, pour abréger, par ag/A (A étant une con- 
stante) le carré de la vitesse initiale diminué du produit de 
2gl parle cosinus de la valeur initiale de cos^. 

Le point B en projection horizontale (54) ne pouvant 
posséder qu'une accélération dirigée suivant le rayon vec- 
teur émanant de la irace de la verticale de suspension, les 
aires décrites par le rayon (69) sont proportionnelles aux 
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temps écoulés, et l'on peut ainsi poser 

n sm* iL —-î- = 1— , 

/ fit n 

B étant une autre. constante dépendant des conditions ini- 
tiales du mouvement; d'où 



dt n sin^ij^ 

Cette valeur, portée dans l'équation précédente, conduit à 

(2) dt:='-=: ' ^ 



L'équation 

( 3 ) ces' i}* + A cos'-»!/ — cos ij* — (A — B') ^= o 

a au moins une racine réelle qui représente un maximum 
ou un minimum de ip. Or par la nature de la question, s'il 
y a un maximum, il y a nécessairement un minimum, et 
par conséquent cette équation a deux racines, et par suite 
ses trois racines réelles. 

Soient a et |3 le maximum et le minimum de ^, co&|3 
et cos « étant la plus grande et la plus petite des racines de 
l'équation ci-dessus ; la somme des produits deux à deux 
des trois racines étant — i , la troisième est égale à 

— ( f — ^ ) , et la formule (2) peut se mettre sous 

\ cosa-4- cosp / \ / x 

la forme 

(4) l ^ ; sin ^}/</^. ' 

PS y—— ..Il ..1 I ■ I , . ■ . i , I I . , 

. / / I \f • r.v / • I -4- cos a cos s \ 

i/ —(cosip — cosa) (cos^I; — cos S) { cos 4» H ~ | 

V ' ^ /v r fj\^ ^ cosa+cosp / 
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Enfin en remplaçant successivement dans Téqualion (3),(|^ 
par a et j3, et en éliminant A entre les deux équations ré- 
sultantes, on trouve 

sinasin^ 

^cos a -4- cos p 
et la formule (i) devient 

,^. . sJt, sinasin 6 dt 

{ 5 j M fl) ^z '—— • ■ — , • . • 

Si Ton pose 

cos i|; = cos a sin' o- -h cos p cos' c , 

les maxima de ^ correspondront aux multiples pairs 
de -f pour la valeur de Tangle auxiliaire a, et les maxima 

aux multiples impairs de -• 
D autre part 

6?cosi]« = — ûn^d-^ = 2sincrcosff (cosa — cosp)d<j, 

d'où 

2 n V^cos a -h cos p <^/ff 



(6).//; 



V cos'a -f- cos' p -h 4 c^s ^ cos p -H 2 -f- cos 2 ff (cos' p — cos^a) 



Pour trouver la durée T relative au passage du pendule 
d'une position correspondant au maximum de ^ à la posi- 
tion suivante pour laquelle ^ est un minimum, il faut in- 

tégrer cette équation entre les limites a=o^ <7= -• Or 

si Ton néglige les puissances de a et ^ supérieures à la troi- 
sième, le développement du radical du dénominateur, mis 
sous la forme d'une puissance négative, devra s'arrêter au 
second terme qui renferme cos 2 a à la première puissance, 
et comme ce terme disparait par l'intégration, il vient tout 
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simplement 



^ TT I cosa-hcos6 

T= -. 2/îi/ 7 s î 

2 V cos* a -t- cos' p H- 4 c^s a cos p 4- 2 

«* A3 P* 

OU, en supposant cos« = i > cosp = i — — > 

Pour calculer f, nous remarquerons que la formule (5), 
eu égard à U valeur (6) de dt^ peut se mettre sous la forme 

ycos'a -4- cos' p -4- 4cosa cos p -*- 2-|- cos 2 <r (cos' p — cos^a) 

/ drs fia 
N^ ( 1 

\l 4-COSxp 1 — COStJ/ 

On a ainsi à calculer la valeur de deux intégrales, entre les 

limites a = o, et <7 = - ? pour trouver l'angle 4> décrit par 

le plan vertical du pendule, en allant d'une position maxi- 
mum à la position minimum suivante. La première se 
trouve facilement, car le coefficient en dehors de la paren- 
thèse étant du second ordre de même que i — -cos^p, on peut 
supposer sina sin|3 = aj3, cosa=:i, cos|3 = i5 cost|»=i, 
ce qui donne 

Trap 
(a; - -j— 

^ ' 24 

Pour calculer la seconde, nous remarquerons que 

2(1 — C0S^{') =2 — (cOSa+COSp) -!-(cOSa— cosp) COS2ff, 

et qu'elle se met par suite sous la forme 
sinasinp i da 



\/cosa-t-cosS ^ // i-hcosacosp\ 

V \ cosa-4-cosp y ^ ^' 



75 

1 — cos 4/ 
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d'où, en développant le radical renfermant ^ et négligeant 
les termes des ordres supérieurs au troisième, 

[/ I -f-COSacosp\ ' , 

V cosaH-cosB/ , i/ i+cosacosB\ * . 

-i J^ »dfx-\ — (n i-l 'dts 
i--cos>I* 2\ cosa-f-cosp/ 

L'inlégrale du second lermc s^oblîendra en supposant 
sîna sin ^ = a/3, cos a = i , cos|3 = i , ce qui donne 



Il nous rcdle donc l'intégrale du premier terme ou de 

sin a sin p da 



V^cosacosp-4-cosa-l-cosp 4- i > — cosasin'er — cospcos'ex 



TT 



entre les limites o et - ? ce qui donne, en prenant pour 

variable tang a, 

a 6 
2COS— cos — 

, . TT 2 2 r: 

(7) -*»'■' ■ ■ — = --' 

^ \/ ces a ces p -h ces a -4- COS p -f- I ^ 
En réunissant les trois termes (a), (|3), (y), on trouve 



«==( 






) 



ce qui montre que chaque sommet de la courhe décrite se 

déplace dans le sens du mouvement d^une révolution à la 

3 
suivante, d'une grandeur angulaire égale à j îra^, cl l'on 

conçoit ainsi comment après un certain nombre de révo- 
lutions l'orientation des sommets peut être complètement 
changée. 
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Si Ton veut tenir compte de la rotation delà terre (162), 
on reconnaîtra facilement que la déviation des sommets delà 
courbe correspondant à une révolution complète est donnée 
approximativement par 



2 



7r(^|ap±«sin>.y/-'j 



Or il ne faut pas que a et |3 soient bien grands pour que le 
premier terme entre parenthèses soit bien supérieur à 



tu) sinX'i/- 
V g 



y dont Teflet sera par conséquent insensible, 

lorsque Ton aura imprimé au pendule une vitesse initiale 
appréciable; ce qui est conforme à l'observation. 
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NOTE n. 



» 



MOUVEMENT D UN POINT SUR UNE SURFACE. 



Pour étudier complètement le mouvement d'un point 
sur une surface et déterminer les conditions qui doivent 
être remplies pour que ce mouvement soit possible, il est 
indispensable que l'on introduise dans le raisonnement 
ridée de Jorce. 

Nous dirons donc que, lorsqu'un point matériel soumis 
à l'action d'une ou plusieurs forces est assujetti à se mou- 
voir sur une surface, cette surface, par sa rigidité, détruit 
l'action de toute force qui lui est normale, agissant de la 
concavité vers la convexité et réciproquement, selon que 
le mobile parcourt la concavité ou la convexité de la 
surface. 

La rigidité de la surface produit donc sur le mobile le 
même effet qu'une force normale N, égale et contraire à la 
résultante ou à la sommé algébrique des pressions^ à la- 
quelle on donne le nom de réaction de fa surface, et dont 
la valeur ne peut s'obtenir que lorsque la nature du mou- 
vement est complètement connue. 

Soit 

z=r/(ar,jr) 

l'équation de la surface rapportée à trois axes rectangu- 
laires^ le mouvement du point sera complètement déter- 
miné, si l'on parvient à établir deux relations entre le 
temps et les coordonnées de ce point, indépendantes de la 



( 
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réaction de la surface, et il sufBt qu'une seule de ces rela- 
tions soit fonction du temps. 

En désignant par X^ Y, Z les projections de la résul- 
tante F des forces qui sollicitent le mobile, sur les trois 
axes coordonnés, par metula masse et la vitesse du mobile, 
le principe des forces vives donne (note du n° 62, p. 67) 



mv* 






et dans le cas où le second membre de cette équation sera 

ds 
dt 



ds 

une intégrale exacte, on pourra exprimer i' ou -7 en fonc- 



tion de Xyj^ z. 
Soient 

p le rayon de courbure de la trajectoire^ 

Tangle formé par le plan osculateur à la courbe et le 
plan tangent à la surface: 

r le rayon de courbure de la section normale à la sur- 
face menée suivant la direction de ^; 

Ff, F„ , les composantes de F suivant le plan tangent et 
la normale; 

<f Tangle formé par F, avec v^ 

On a, d'après le théorème de Meusnier, 

p = rsinO. 

La force centripète — donne les composantes 
— sin G = — , — CCS = — cot Ô , 

P r p r ' 

suivant la normale à la surface et la perpendiculaire à t^ 
comprise dans le plan tangent 5 et comme N doit faire équî- 

22 
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libre à F et à ia force d'inertie, on a les deux relations 



mv^ 



±N = — H-F„ 



/TIP' 



(3) =s:F,sinq>. 

^ ' r tango ^ 

Dans la première, on prendra pour N le signe -}- ou le 
signe — , selon que le mobile se trouvera sur la concavité 
ou la convexité de la surface, et de plus on considérera F„ 
comme positif ou négatif,^ selon que cette composante sera 

de même sens que la composante -— de la force centrifuge 

ou de sens contrai re* 

Le mouvement sur la surface ne sera possible qu'autant 
que l'on obtiendra pour N une valeur positive, ce qui aura 
toujours lieu dans le cas où, le mobile étant assujetti à se 
mouvoir sur la concavité de la courbe, F„ tendra à l'éloi- 
gner du centre de courbure correspondant à F. 

Si, dans les mêmes circonstances, F„ vient a changer de 
sens, le mouvement continuera à avoir lieu sur la surface, 



wp' 



pourvu que cette composante soit inférieure à celle — de 

la force centrifuge *, mais à partir du moment où la pre- 
mière viendrait à surpasser la seconde, ce mobile s'éloi- 
gnerait ou se détacberait de la surface, pour se mouvoir 
librement sous l'action de la force F, avec la vitesse qu'il 
possédait en quittant la surface. 

Le mouvement sur la convexité de la surface ne sera 
possible qu'autant que la composante F„ sera négative ou 
qu'elle tendra à rapprocher le mobile du centre de cour- 
bure, et que son intensité sera supérieure à celle de la force 

— ; et si, ces deux forces devenant égales, la seconde sur- 
passe la première a l'instant suivant, le mobile quittera la 
surface et se mouvra librement, comme on l'a dît plus haut. 
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Nous ferons remarquer) iVaprès la valeur cî^essus de N^ 
que la pression sur la surface est indépendante de Fincli-* 
naison du plan osculateur de la trajectoire sur le plan tan« 
gent et ne varie qu'en raison de la direction de la vitesse ^. 

L'équation (3) est susceptible d'une interprétation géo« 
métrique assez simple; en effet, T tangO est la distance du 
mobile au point où Taxe du cercle osculateur rencontre le 
plan tangent ] on peut donc dire que : 

La troisième proportionnelle entre la distance du mo- 
bile au point où, F axe du cercle osculateur de la trajectoire 
perce le plan tangent et la vitesse, est égale à la compo- 
sante suiv^ant cette distance de V accélération de la résul- 
tante des forces qui sollicitent le m,obile. 

Cette même équation (3) ou la suivante 



(4) — y '-p;=F'S"'?' 

transformée en conséquence, donnera la relation entre 
x^y^ z qu'il s'agît d'obtenir. En effet, en considérant la 
vitesse comme déterminée en direction par les cosinus 

_f , _Z, -_, des angles qu'elle forme avec les trois axes 
ds ds as o X 

coordonnés, on trouvera sans peine F^ sin ç en fonction de 
ces cosinus et de X, Y, Z, et F en fonction de ces mêmes 
cosinus et de x^y^ z\ d'ailleurs p s'exprime, comme on le 
sait, en fonction des dérivées premières et secondes des 
coordonnées , de sorte que le tout se réduit à des substi- 
tutions. 

Dajis le cas où XJor-t- Y^-f-Z dz est une différentielle 
exacte, v pouvant s'exprimer indépendamment du temps, 
l'équation (4) se transformera en une équation différentielle 
du second ordre en x^y^ z, ou tout simplement entre x et j-, 
en éliminant z à l'aide de l'équation de la surface. L'inté- 
grale de cette équation, jointe à l'équation (i), déterminera 
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complétemeut la forme de la irajectoire. Enfin Féquatlon 
des forces vives permettra de calculer les coordonnées 
x^j^ z en fonction du temps. 

On remarquera que lorsque le mobile n'est sollicité par 
aucune force extérieure, le mouvement est uniforme et le 
plan osculateur de la trajectoire passe par la normale à la 
surface. Cette propriété caractérise les lignes géodésiques 
de la surface. 
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NOTE ni, 

DU MOUVEMENT DU PENDULE, EN TENANT COMPTE DE LA 
ROTATION DE LA TERRE ET DE LA RÉSISTANCE DE t'AlR. 



Comme il s'agit ici de vitesses très-faiblçs, on peut ad- 
mettre que la résistance de l'^ir est proportionnelle à la 
simple vitesse i^^ et que Taccélération correspondante est 
représentée par J.j^, d étant une constante supposée donnée 
et assez petite pour que Ton puisse en négliger le carré ou 
le produit par co. 

Nous prendrons les équations du mouyeiuent qui se rap- 
portent aux axes Ox, Oy, dont la direction est définie au 
n*^ 164, et passant par la projection horizontale O du point 
de suspension, en raison de ce que ce sont celles qui se prê- 
tent le plus facilement à l'intégration, 

La pesanteur donne la composante ^ suivant p, ou les 

suivantes — ^^\ — ' ty suiyant Ox^ Oj^, 

L^accélération centrifuge composée, due à la, rotation 
cûsiny autour de O2, donne les composantes 

dy . dx 

awsinX-j-» — awsinX-j- 

£ff< dt 

suivant Ox, Oy 5 la rotation cocos A autour de la méridienne 
ne détermine qu'une accélération centrifuge composée qui 
est négligeable. Les composantes de la résistance de Taxe 

étant 5—9 <î— suivant Ox, Oy, il vient, en posant ^ = 7% 
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(0 



€f *^ , dr ' dx 

d*Y , dœ ^dy 



Ces équations sçropt satisfaites en posant 

:p = Ae*' cos{Xr -f- e) , 
7 = Ae*' sin (Ar H- e} , 

A et S étant deux constantes arbitraires , et h et k deux 
incQnnues déterminées par les équations 

k^ — k^ -h 7* — 2/2>î- -h ^// = o, 

I 

Si 5 était nul, h Iç serait aussi ; par conséquent, ces deux 
quantités sont du même ordre de grandeur, et Ton peut sans 
inconvénient négliger le produit nli,' On tire fiiînsi de la 
seconde éqnation 

et la première donne, en continuant la même approxi- 
mation, 

k^ — nk — 7* = o, 

d'où 

k = n'±islf-hn\ 

et enfin, en négligeant n* devant a*, 



n 



Les intégrales générales des équations (i) seront par consé- 
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quent 

xz=c ^ |Acos[(/l^-7)^^-e]^- A'cos[(« — 7)f-f-e']{, 

y = e '-* JAsin[(«-h7)f-i-«]H-A'sin[(«-.7)/-f.€'j}, 

A' et 8^ étant deux autres constantes arbitraires. 
Si l'on pose 

x' ety ne seront autre chose que les coordonnées de la 
courbe que décrirait le mobile si la résistance de l'air 
n'existait pas, c'est-à-dire l'ellipse tournante de M. Binet; 
et l'on voit encore que pour avoir la courbe réelle il faut 
supposer que les coordonnées décroissent en progression 
géométrique, d'autant plus rapidement que d est plus grand, 
lorsque le temps croit en progression arithmétique. 

Quant à la durée d'une révolution, qui dépend de Tangle 

B donné par la relation tangd = -9 elle est indépendante 

de l'exponentielle, et par suite elle est la même que si la 
résistance de Tair n'existait pas. 
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NOTE IV. 

SUR LES ÉQVATIOIÎS GÉNÉRALES DU MOUVEMENT d'uN 

CORPS SOLIDi;. 



1. Équations dumoui^ement d*iin corps solide autour 
d'un point fixe. — Noi» supposerons que dans le n® 130 
Oj?, O/, Oz sont les trois axes principaux d'inertie pas- 
sant par le point fixe O. 

Soient M la masse du corps ; 

A =ilm{x^-hz^], 

ses moments d'inertie par rapport aux axes Ox^ Oj^ Oz, 
m étant la masse du point matériel correspondant aux 
Coordonnées or, y, z ; on devra se rappeler que 

Zmxy = o , 2 mzy = o , l.mzx = o. 

La somme des moments des forces d'inertie prises en 
sens contraire par rapport à Ox a pour expression (130) 

2/w(<l»,.7— . %,z) 
= 2/iî U-^ _ar^ — (/|2 4-/>')5 -f- nfix -^pqy\r 
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0U9 en réduisant, 

dfi , N ^If^ ,^ ^^ 

Si donc nous appelons N, P, Q les moments des forces 
qui sollicitent le corps, par rapport à Ox, O/, Oz, on a 

et de même 

C^ + (B--A)/î/> = Q; 

telles sont les équations, dues à Euler, du mouvement d'un 
corps solide autour d'un point fixe. 

Supposant que, N, P, Q étant donnés^ on ait obtenu, à 
Taide de ces équations, /i, p^ q en fonction de t^ on sub- 
stituera ces valeurs dans les formules (3) du n^ 93, à Taide 
desquelles on déterminera cp, ^, S, en fonction du temps, 
ce qui permettra de connaître la position du corps à un in- 
stant quelconque. 

Remarque. — Si B=A, Q = o, q reste constant, et 
l'on a ce théorème : Si les forces qui sollicitent un solide de 
réifolution se réduisent à une force ou à un couple situés 
dans un plan passant par l'axe de réi^olution du corps ^ la 
composante de la rotation instantanée suivant cet axe 
reste constante pendant toute la durée du moui^ement, 

La somme des moments des quantités de mouvement par 
rapport à Taxe Ox a pour expression (92) 

lm[{njr-^px)jr — ( ^a? — /îz) z] = An , 

et Ton a de même Bp^ Çq pour les quantités semblables 
relatives aux axes O^ et Oz. 
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La somme des moments des quantités de mouvement 
par rapport à une droite fixe dans l'espace, faisant avec O x, 
O;^, Oz les angles a^ b^ c, sera 

An cosa •+• Bp cosb -\- Cq cosc, 

et Ton aura, en vertu du principe des quantités de mouve- 
ment et des impulsions des forces. 

An ces a -f Bp ces ô H- C7 cos c — A/io ces a« — By^ocos b^ — C<7» cos c© 
= I (Ncosa -I- Pcosi^-4-Qcosc)f//, 

'^09 ^o) ^o? ^09 ^09 ^0 étant les valeurs initiales de n, p, ^, 
a, by c. 

Si donc la droite qui représente le moment total des 
forces, est constamment perpendiculaire à une droite fixe 
dans l'espace, on a pour cette droite la relation 

j An cosa -hBpcosb H-C^cosc = An^cosao -+• Bp^cosb^ 
{2] ) 

' €7» cos Ca = constante, 



que l'on substituera dès lors avec avantage à Tune des 
équations (i). 

Dans les cas où le solide n'est sollicité par aucune force, 
le moment total des quantités de mouvement est constant 
et, en appelant k sa valeur, il vient 

(3) A»/2»-f-B»/>» + C'9' = A'. 

La force vive du corps autour du point fixe est 

2 m [(/33— qjY-h [qx^ nzy 4- (w J — y>x)'] = Az/'H-ByZ-f-C^', 

et en appelante le travail total des forces et h* la force vive 
initiale, on a l'équation 

(4) A/2M-B//4-C'7'— A=^2G, 
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que Ton substituera à Tune des équations (i) lorsqu'on 
pourra obtenir l'intégrale représentée par S. 

Dans le cas où le corps n'est sollicité par aucune force, 
l'équation (4) devient 

(5) A'2*-+-B/?'-+-C<7'=A». 

Cesformules conduisent facilement aux belles propriétés 
découvertes par M. Poinsot, relativement au mouvement 
d'un corps autour d'un point fixe, lorsque les forces qui le 
sollicitent s'y font équilibre. Nous laisserons de côté cette 
question, pour laquelle nous renverrons au Mémoire même 
de ce savant; mais nous traiterons comme applications les 
autres problèmes connus sur la rotation des corps et dont 
nous sommes parvenu à simplifier les solutions. 

Autre démonstration des équations d^Euler. — On 
arrive très-simplement aux équations d'Euler au moyen 
des considérations suivantes. 

Soient OM la droite qui représente en grandeur et en 
direction le moment total des quantités de mouvement par 
rapport au point O, droite dont les projections sur les axes 
Oa:, Oj^, Oz sont respectivement A/i, B/?, Ctq\ OM'ce que 
devient cette droite dans l'espace absolu au bout du temps 
infiniment petit dt\ on sait que les trois équations des mo- 
ments en dynamique expriment que le moment résultant 
des forces extérieures agissant sur le corps solide est repré- 
senté en grandeur et en direction par l'élément MM^ divisé 
par le temps dt^ ou, si Ton veut, par la vitesse absolue du 
point M. Il nous reste donc à déterminer la projection de 
cette vitesse sur chacun des trois axes principaux d'inertie 
du corps. 

Or la vitesse relative de M par rapport aux axes mobiles 
Oa:, Oy^ Oz, en projection sur le premier de ces axes est 

A — ; la composante analogue de la vitesse d'entraînement 

du point M considéré comme invariablement lié au corps 
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est, d'après le n^ 82, 

(6) — 9XB/>4-/?xC^=/>y(C — B), 

puisque Bp et G^ sont les coordonnées du point M paral- 
lèles à Oj et Oz. D'où il suit que la projection de la vi- 

tesse absolue du point M sur Oo: est A — -f- ( C — B) pq, 

et en Fégalant à la projection semblable N du moment total 
des forces extérieures par rapport au point O, on retombe 
sur la première des équations (i). 

2. Remarque relatit^e au mouv^ement d^un corps^ solide 
entièrement libre» — Les différentes formules établies ci- 
dessus sont applicables au mouvement d'un corps solide 
libre autour de son centre de gravité. Mais dans certains 
cas on pourra, avec avantage, substituer à Fune d'entre 
elles Téquation des forces vives dans le mouvement réel du 
corps, où il faut dès lors faire entreries quantités n^p^q, Or 
on sait que la force vive totale d'un corps solide se compose 
de la force vive dans son mouvement relatif autour de son 
centre de gravité, et de la force vive que posséderait ce cen- 
tre si toute la masse y était concentrée (*). 

Si donc on appelle V la vitesse du centre de gravité du 
corps, S le travail total des forces qui le ^sollicitent, éval^ié 
dans son mouvement général, on a 

Les formules (i) sont également applicables au mouve- 
ment d'un corps solide autour de l'un quelconque de ses 
points, pourvu que l'on comprenne dans les forces qui sol- 
licitent chaque point matériel, la force d'inertie due à l'ac- 
célération du point supposé fixe et où toute la masse du 
corps se trouverait concentrée. 

(*) Vofes mes Éléments de Mécanique. 



Fig. 73. 
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3. Du mouvement dun solide pesant de résolution 
autour d^un point fixe situé sur son axe, — Seîent 

Kfis- 73) 

Of l'axe du corps \ 

O le point fixe \ 

M la masse du corps \ 

G son centre de gravité ; 

/ la longueur OG \ 

OV la verticale du point O; 

a Tangle formé par OG avec OV \ 

O ^ la perpendiculaire en O à OG 

dans le plan VOÇ ; 
O yî la perpendiculaire en O au plan 

n, r, s les composantes suivant OG, O)?, 0(^ de la rota- 
tion instantanée co *, 

AjB^ les moments d'inertie du corps par rapport aux 
axes principaux OG, 0(f ou Oy?. 

cTo, /o, 5o les valeurs initiales de a, r, 5. 

D'après ce que nous avons vu plus haut, la rotation n 
sera constante pendant toute la durée du mouvement, puis- 
que le moment des forces par rapport à OG est nul. 

La simplicité de la solution de ce problème résulte de ce 
que les formules qui peuvent s'y appliquer, permettent de 
substituer aux axes mobiles avec le corps et perpendicu- 
laires à Ox , les droites 0>3, O^. 

Le principe des forces vives donne 




{«) 



B(r* -f"^' — r\ — s\) z=i oMig (cosa^ — cosa). 



Le moment des quantités de mouvement estimé suivant 
la verticale étant constant, on a , 



(*) 



An cos a -f-B^sina = A«cosao-|- Bj© sin «„. 



Des formules (a) et (b) on déduit, pour les composantes 
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SOUS le radical de la formule i^d) devient — oo , à moins 
que l'on n'ait Ancosao-hB^osin «0 = — A w, ce que nous ne 
supposerons pas actuellement. A l'instant suivant, r aura 
changé de signe ou sera devenu négatif, et a, allant alors en 
décroissant, repassera par la valeur ao, diminuera encore 
jusqu'à une certaine valeur «, pour laquelle r sera nul, car 
pour a = o la quantité sous le radical passe encore par 
Finfini négatif; /* s^annulant changera de signe, a croîtra 
jusqu'à^i , et ainsi de suite. L'axe OG oscillera ainsi dans le 
plan mobile GOV, départ et d'autre de sa position initiale, 
et les écarts ai, a^ s'obtiendront en choisissant convena- 
blement les racines de l'équation en cosa obtenue en égalant 
à zéro la quantité sous le radical de la formule (d^) . 
Supposons maintenant que Fq soit nul, on a 



(/) 



=^\/. 



XM 1/ ^ . « S [Aii(cosao— cosa)-hB5o8iiia„]» 
2Mfir/(cosao— cosa)H-B5j— ^^ ^^ 2 — „ . / ^^ 



B 

ou 



. ^(cos aj-cos a) [2 M grB / ( I -cob*a)-A'/i' (cos aj-cos a)H-B'ico8a-i-cos ao)5 J-3 AB ns^ sin Kq 

(/) r— Bsincc ' 

Pour « = «09 le second facteur sous le radical de la for- 
mule [/*) a pour valeur 

^Mg-B /sin'ao-h ^B'cosao^J — 2AB/i^oSinao ; 

en admettant que cette quantité soit positive, aux premiers 
instants, à partir de la position initiale de OG, cos a de- 
vra décroître pour que /' reste réel 5 a croissant, r sera po- 
sitif et deviendra nul pour une valeur «j de a moindre 
que 180*^, comme on le reconnaît à l'inspection de l'équa- 
tion (f)] r changera alors de signe, a décroîtra de «j jus- 
qu'à «0) et ainsi de suite. 
Si 

îiMg'B/sin' «0-1-2 B^ cos «o.yj — 2 AB w^o sin a^ = o, 
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ou 

{i> ) ^^ ^S sin' a, -i- B 5 J cos a, — kns^ sin a, = o, 

r sera constamment nul, et Tangle a ne variera pas. En 
effet, eu égard à la relation (gf), la formule (/') devient 



cosaa — cosa 
Bsina 



V^2M^B/(cosa4-cosa«) — A»7i*— B'jj; 



si OL variait, la quantité sous le radical serait aux premiers 
instants très-peu différente de la quantité 

4Mg^B/cosao — A'/î^ — B^jJ, 

qui est négative, car en remplaçant dans l'inégalité 

A*«'H-B^jJ>4Mg'B/cosa., 

M par sa valeur tirée de {g)^ on trouve 

(A 72 sin ao — 2B5oCOsao)^-H B*5j sin'ao]> o. 

Ainsi donc lorsque la relation [g) sera satisfaite, Tincli- 
naison de Taxe du corps sur la verticale restera constante 

ainsi que 5, et par suite la rotation -: — (*) du plan ^OV 

autour de la verticale. 

Admettons maintenant que r© = 0, 5o = o, ou que le 
mouvement initial se réduise à une rotation du solide au- 



( * ) La rotation s se décompose en deux autres, Tune suivant OG, et la 

seconde, -: — > suivant OV, qui mesure la rotation du plan ÇOV autour de 
sin a 

la verticale. 
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lourde son axe. Les formules (/) et (/') deviennent 



. /(cosao 

±v — 



— COSa) 



2Mgl — ^ . ^ (cos ao — cos a) 



B 

(//) r=z± —-: — V{c«sao — cosa)| aMfi'B/fi — cos^a) — A^/i^(cosao — cosa)j. 
Bsina / L o V / /j 



L'angle a décroîtra de a© jusqu'à une certaine valeur donnée 
par 

2M^B/ 



A^n- 



(l — cos' a, ) — (cosao — cosa,) := o, 



reviendra ensuite 9 a^^ et ainsi de suite. 

5)1 la rotation n est assez grande pour que ■ ^ soit 

très-petit par rapport à l'unité, cos «i différera très-peu de 
cosae, ou autrement, Taxe du corps s'écartera fort peu dans 
le plan J'OV de sa position initiale. Posant donc 

a :rr ao -h ^ , 

S étant du même ordre de grandeur que ^ dont nous 

Infligerons le carré, il vient 

cos ao — cos a = ^ sin ao , 

ot par suite 

ci$ MgUin 



''dt 



sinao . / _ / _ A'/;» \- 



On aura pour Técart maximum 



^.=:2--^^Sinao, 



23 
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pour le temp3 écoule correspondant à Tangle «o -f* <^9 

_ An r^ d^ 

"" Mg^/sinae I ^ / / \^ nH y 

J —y '""^' — Mg^/Bsina./ 



d^OÙ 



= — arc cos ( i ; — i 

An \ M^/Bsmao/ 



et 



A»«' V B y- A'«' •" 


"2 B 


2Mfi'/B sinao . . i An/ 

a = a, H -, , , • sin' — -— • 

A'n' 2 B 





En supposant }=:-d| dans Texpression du temps, on ob- 

tient, pour la durée d^une demi-oscillation de Taxe OG, 

«, • w B 
a An 

et la rotation -: — du plan ^OV autour de la verticale est 

sina ^ ' 

exprimée par 

s An . 



sina B sinao 

Cette rotation estnuUe pour ^=0, maximum pour $== di, 
et sa valeur moyenne est 

Bsmao Ot / An 



»'o 



Elle est positive ou négative, ou directe ou rétrograde 
relativement à la rotation n, selon que J ou / est positif ou 
négatif, ou que le centre de gravité du corps se trouve au- 
dessus ou au-dessous du point fixe. 

Soit 6 Tangle décrit au bout du temps t par le plan ^OV 
autour de la verticale ; on a 



= — ^^ — I ^^/=^-r^(/— -— si 
Bsinao L An \ An 



knt 
sin — 
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B 

Pour la durée ï' = TT • - — d'une oscillation complète de 

l'axe, 6 a pour valeur 

enfin la durée d'une oscillation complète de l'axe OG au- 
tour de la verticale est exprimée par 

27r , An 

Ces divers résultats sont d'accord avec une expérience de 
M, Foucault. L'appareil dont s'est servi ce physicien se 
compose d'un tore maintenu dans une chappe d'une masse 
beaucoup plus petite, et auquel on imprime un mouve- 
ment de rotation extrêmement rapide ( 3ooo à 4ooo tours 
par minute). Une tige fixée à la chappe dans le prolongement 
de l'axe de rotation est terminée par un crochet qui se loge 
dans une crapaudine ou godet. L'instrument étant aban- 
donné à lui-même, l'axe paraît décrire aux yeux de l'obser- 
vateur un cône circulaire droit d'une ouverture constante 
autour de la verticale du point fixe, avec une vitesse angu- 
laire d'autant plus petite, que n est plus grand. En réalité 
le cône n'est pas circulaire^ mais les petites trépidations de 
l'axe dans leplan(fOV sont insensibles et ne frappent pas 
l'œil de l'observateur. La rotation de ce plan variant pério- 
diquement, mais dans des périodes très-courtes, l'œil ne per- 
çoit que sa valeur moyenne, qui, toutes choses égales d'ail- 
leurs, varie en raison inverse de la rotation du tore autour 
de son axe. Les quantités H et étant indépendantes de «o, 
le phénomène doit se produire dans les mêmes conditions, 
lorsque l'on vient à .écarter ou rapprocher, pendant le 
mouvement, OG de la verticale, ce qui est conforme à l'ob- 
servation. 

Revenons aux formules [d) et (rf') et supposons que les 
circonstances initiales du mouvement soient telles, que 

A/zcosao -h Bso sin a, == A/7, 

s>.3. 
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d'où 

A/ï ao 

^0 = -^ tang — » 

B 2 



on a 



Kn OL 



et 



/' 



/2M^/(cosa„ — cosa) + BrJ — ( tang* tang^ — j 

Si /'o est différent de zéro, et positif par exemple, il faut 
prendre d'abord le signe -+-; « croît jusqu'à une certaine 
limite «i inférieure à i8o°, car pour a = i8o° la quantité 
sous le radical passe par l'infini négatif*, r change alors 
de signe, a diminue, repasse par «o, et peut même de- 
venir négatif, car 



A2/2» a, 



2Mg/(cosao— ij-f-Bz-J H —- tang^* — 

JD 2 



ll^t être positif 5 ainsi a atteindra une valeur a, supérieure 
*^ — TT, r changera de signe, a croîtra jusqu'à «i, et ainsi de 
suite. 

Lorsque Tq sera nul, on aura 






B 
OU 



1 /(<""- 3-^ V'"('^)'^('^^) 

m / \ Beos'-cos^-- / ^ 
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Si ^Mgl<^ 5 a décroîtra à partir de «05 et/* sera 

B cos* — 

négatif et s'annulera pour une valeur a, de a donnée par 

CCS- — 



cos^ - 4 iM ^/ B cos* - 

pourvu que soit inférieur à l'unité-, dans ce 

cas, comme le second membre de celte équation est supé- 
rieur à l'unité, on devra prendre pour «j le plus petit arc 

A' /i' 
positif qui y satisfait^ mais lorsque sera plus 

4Mg^/Bcos' — 
2 

grand que Tunité, a décroîtra jusqu'à a= — Tr-haoj et 

l'axe de rotation oscillera en passant par la verticale et en 

décrivant dans chaque oscillation un angle de 180^. 

On arrive à des résultats analogues lorsque Ton suppose 

B cos* — 
2 

4. Des efforts qu'il faut déy^elopper pour obliger Vaxe 
du corps à décrire une surface conique donnée. 

Lorsque l'on tient les mains placées respectivement sui- 
vant les deux prolongements de l'axe de Tappareil décrit 
plus haut de M. Foucault, et que l'on cherche à déplacer 
brusquement l'un de ces prolongements, tandis que Faulre 
est maintenu fixe, on éprouve des efforts de traction ou 
de compression , selon le sens du déplacement, d'autant 
plus considérables que ce déplacement est lui-même plus 
rapide. 

Pour déterminer l'intensité de ces efforts, on voit facile- 
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ment qu'il suffit de calculer la force capable d'un mouvemeo t 
conique donné autour du point fixe, du corps de révolu- 
lion, dans l'hypothèse de 5© = o, r^ = o, force qui sera 
égale et contraire à l'effort exercé sur la main, supposée ap- 
pliquée au même point. 

Soient Y7, ^ les composantes parallèles à Oy], OÇ de la 
force agissant en un point de l'axe, estant du point fixe 
d'une longueur X ; r et s sont supposés donnés, et n con- 
tinue à rester constant. Le principe des forces vives donne 

B (rr/r-H sds) = tâglrsinadt-^ s'k,ridt — rÇ\ dt 
ou 

(a) JBl'^-; — h ^-T- I =^Mff/rsina-i- J7j> — rÇk, 

\ at dt ) 

et celui de la projection des quantités de mouvement, appli- 
qué à la verticale, 

dAncosoi d.hssiïicx. . 

- = yj A sin a , 



dt dt 

doL 

d'où, en se rappelant que r= —f 

ds 
yjX = — Anr -{- hrscotoL -h B -r-» 

dt 

En portant cette valeur dans T équation (a) , on trouve 

dr 
î;> =M^/sina — A/w 4- Ba*' cota — ^^"T" 

Si le tore ne tournait pas autour de son axe, il faudrait 
supposer w= 05 de sorte que l'excédant d'effort nécessité 
par l'inertie du tore en mouvement a pour moments com- 
posants 

yjX = — A«r, 
^\ = — Ans, 
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d'où 

yjX r 

Ç> "" 1' 

et en appelant A le moment total, on a 



On déduit de là que : i® le moment de reffort supporté 
par chaque main par rapport au point de Taxe saisi par 
Vautre est égal au produit du moment des quantités de 
moui^ement par rapport à Vaxe du corps, par la rotation 
imprimée à cet axe y 7? la direction de cet effort est per- 
pendiculaire à Taxe de révolution et à Vêlement de che- 
min parcouru par son point d'application, ce qui est d! ac- 
cord avec V expérience. 

Supposons, par exemple, que le solide de révolution soit 
un anneau en fer dont le cercle générateur ait o™,oi de 
diamètre, le lieu des centres de ce cercle ayant lui-même 
un diamètre de o™, 12. Le poids du tore est sensiblement 
égal à 0^^307, et l'on a avec une semblable approximation 
A = 0,0001. Admettons que le tore fasse 3ooo tours par 
minute, ou que 

3ooo . 2 TT _ , -, 
/î = — g^ — = 3i4,i5, 

et que la vitesse imprimée à Tune des extrémités de Taxe 
soit o",6o, à une distance de o, 10 de l'extrémité mainte- 
nue fixe : on a pour la rotation imprimée à Taxe du solide 

o ,60 ^ 

= 5, par suite 

o,io ^ 

A = 0,203. 
Enfin , l'effort éprouvé par chaque main est équivalent à 

A 



0,10 



=Î2*,o3. 



Fig. 74. 
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5. J'ai vu dans le cabinet de M. Maurel , ingénieur en 
chef des Ponts et Chaussées, un appareil qui diffère de 
celui de M. Foucault en ce que, 1^ la chappe^ dont la forme 
est rectangulaire, a une masse au moins comparable à celle 
du volant; 2® l'une des extrémités du 'côté de la chappe pa- 
rallèle à Farbre du volant est articulée à l'aide d^une gou- 
pille horizontale à une fourchette dont la douille s*emboîte 
sur un tourillon fixe vertical. On voit ainsi que le plan 
moyen vertical de la chappe a la faculté de tourner autour 
de la verticale^ tandis que tous les points de la chappe peu- 
vent en outre se mouvoir autour de la goupille, parallèle- 
ment à ce plan. Il m'a paru intéressant d étudier les lois du 
mouvement de l'appareil de M. Maurel en raison même de 
la complication que parait présenter un pareil problème. 

Soient (fig* 74)'» 

OV l'axe vertical du tourillon; 

O le point où il est rencontré par la 

goupille d'articulation; 
Ox^ Oj, Oz les axes principaux 
d'inertie relatifs, au point O, dp 
système de la chappe et du volant : 
deux d'entre eux , le premier et le 
dernier par exemple, sont situés 
dans le plan moyen vertical de 
l'appareil ; 
A, Bs G les moments d'inertie de 
Tappareil correspondant aux axes ci-dessus; 
AB l'axe de rotation du volant; 
I le moment d'inertie du volant par rapport à AB; 
OR la parallèle à AB menée par le point O ; 

6 l'angle formé par OK avec Ox ; 
op l'angle VOx; 
n, p^ a les composantes de la rotation instantanée de la 

chappe suivant 0«:, Oj", O^; 

7 la rotation du plan zOx autour de OV; 
^jo la rotation initiale du tore autour de AB. 




On a 

(0 . 
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n = ycos^, 

q ■=. y sin (f . 



Si Ton néglige le frottement, les réactions des coussinets 
du volant rencontrent son axe, et celles des épautements 
sont parallèles à cet axe ^ d'où il résulte que dans le mou- 
vement absolu du volant sa rotation suivant A6 reste con- 
stante et est égale à co. 

Nous continuerons à considérer comme positives les ro- 
tations /}, /7, ^, y lorsqu'elles auront lieu de la gauche vers 
la droite pour l'observateur couché successivement suivant 
Ox, Oy^ O Zj OV en ayant les pieds en O, et comme néga- 
tives dans le cas contraire. 

Pour fixer les idées, nous supposerons que la rotation « 
a lieu de la gauche vers la droite pour l'observateur couché 
suivant AB, en ayant les pieds en A sur Oz, 

La rotation relative du tore autour de AB par rapport à 
la chappe étant w — n cos e — q sin e , les quantités de 
mouvement auxquelles elle donne lieu forment un couple 
perpendiculaire à OR dont le moment est exprimé par 

1 (w — ncose — ^ sine) = I[w — 7 cos(<j> — e)], 

et ce moment estimé suivant OV a pour valeur 

I[w — 7COs(«p — e)]cos(<p — g). 

Le moment total des quantités de mouvement de la 
chappe et du volant estimé suivant OV est égal à la somme 
des moments estimés de la même manière du volant dans 
son mouvement relatif, et du système total dans son mou- 
vement commun. Or, dans ce dernier mouvement, les 
composantes suivant Ox, Oz du. moment des quantités de 
mouvement sont 

A/2 == A7 cos«p, C«7:=C7sin^, 
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dont la somme des projections sur OV est 

7(Acos*ç + Csin'ç). 

Il vient donc, en appelant (fo la valeur initiale de <p, et 
remarquant que, à l'instant initial, y est nul, 

( A cos' f -i- C sin*^) 7 -h I [» — 7 ces (y — «)] cos(f — e) 

— Ib>cos((|>« — c) = 0, 
d'où 

,, •IwfcosfvB — «) — cos(^ — «)1 

(2) 7 = = i — -=— • 

* ^ ' Acos^y -h Csin^y — Icos»(y — c) 

Les composantes de la vitesse d'un point de la chappe 
ayant x^y^ z pour coordonnées sont 

pz — qy z=: pz — 7J sinç suivant Oar , 

qx — /iz = 7 (.r sin «p — z cosy) . . . suivant Ojr> 
ny — px = 7jcosy — y^x suivant 0»; 

la force vive de la chappe est par suite 



{a) ^jn[[pz — 7j^siny)'-h7*(xsin^ — 2cos<j>p4-(7JCOSf — P^y]y 



le signe ^ se rapportant à la somme des molécules de la 

chappe. 

Soient m {/ig. 74 5 P* 36o) la masse d'une molécule du 
solide de révolution ; C le centre de la circonférence qu'elle 
décrit; « sa projection sur le plan zOx ; a/, j\ z' les coor- 
données du point m\ zi la longueur Gai. La vitesse relative 
[w — ycos((}) — 8)]Cm de m a respectivement pour com- 
posantes parallèles à Oy et Cw 

— [w — 7C0s(y — e)]a... suivant O/, 

[w — 7C0s(ip — «}]/'••• suivant C/i. 
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Cette dernière donne elle-même les composantes 

— (w — 7COs(<p — e)]jr' siru. . . . suivant Ox, 
[w — 7Cos(f — «)]^'cos8.. . . suivant Oz. 

Les composantes de la vitesse absolue du point m res- 
pectivement parallèles aux axes Ox, Oy, Oz ont par suite 
pour valeurs 

pz' — 7/' sin^ — [« — 7005(7 — cjjj'sini , 

7(a:'siny — z'cos^) — [w — 7COs(<p — «)]«> 

7/'cosy — /;^' -f- [w — 7COsfy — g)]7''cose. 

Enfin, en affectant le signe S à l'ensemble des molécules 
du solide de révolution, la force vive de ce solide a pour 
expression 

iïpz' — 7jr'siny — [w — 7Cos((p — s)]y sine j' 
-+- j 7(x'siny — s' COS7) — [w — 7C0s(<p — «)]"}' 
4- j y y ces y — /?j?' + [« — 7 ces (y — «) It"' coss j* , 
ou 

lm[{pz^ — y y' sin<p)* •+- 7* (ar' sin^ — 2' ces 7)^ 
-f-(7ycos<p — /?a:')'] 

— sin s Z/7Z {pz^ — 77' sin^) r' j 

— 7 2iw(j:'sin7 — z' cosff)u v 
H- ces 82/w(7j^'cosy — px' )y) 

\ -f- [w — -7C0s(<p — fi)]» 2/71(7" -H a»). 

La force vive totale s'obiiendra en ajoutant les expres- 
sions (a) et (b). Or l'expression (a) ajoutée à 

2/w [ (/?«' — px' sin y)' 4- 7' (-p' sin «p — z' cosç )* 

-h{yfcos^—px'Y] 

est la force vive que posséderait tout le système considéré 
comme invariable et ne possédant que le mouvement de la 
chappe. Cette somme est donc égale à 

An' -f- Bjj'-hCfj'==:y^{A cos> -+- C sin'tp) -4- Bp' . 
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Enfin, en remarquant que 

et que, en vertu de la symétrie, 

"Lmz' y' =z o, Hmx' y' =z o, 

la force vive totale a pour expression 

/ 7'(Acos'(p + Csin2(j.)-j-B/;'-hI[w — 7COs(ç — e)p 
( c) < 4- [« — 7 cos ((f — s)][l7 CCS (y — s) — 27sinf2 mux' 
( + 27 cos fflmuz']. 

Le tout se réduit donc à calculer 

Imux'y Imuz' , 

Soient x^\ z" les coordonnées du point C, parallèles à 

Oj:, Oz. On a 

x' =z x" — //sins, 

z' =zz" 4- //coss, 

1 mitx' = 1/iiux" sin » , 

2 

i: nmz' z:^ 1 muz" -\ cos s. 

2 

Or Yiinux" ^ ^rnuz" sont nulles, puisqu'elles le sont évi- 
demment pour chacune des tranches perpendiculaires à 
AB dans lesquelles on peut supposer le volant décomposé. 
En faisant ces réductions, l'expression (c) devient 

72[Acos^(p + Bsin='y — Icos'(7— e)]-|-I«' -I- B/?^ 

Soient G le centre de gravité de l'appareil 5 l la longueur 
OG; d l'angle GO a:; M la masse totale. Le principe des 
forces vives donne 

j 7'[Acos> -h Csin'<j> — Icos3{<p — 6^]-h Bq' 
^ ^ \ =2Mgl[cos(y, ~ S) — CX)S(^ --$)], 
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d'où, eu égard à la relation (2), 

4 /aMfi'/ 1 cosfoo — (J) — cos (© — «?)] \ ^^" . / — ^- ii 

-i-V ^ Acos'y-hCsin'y- lco8«(y)— a) 



P — 

OU 






? — fa • 



Nous n'entrerons pas dans la discussion des formules (2) 
et {4)5 nous ferons seulement remarquer que si Ço = ^> ou 
si OG coïncide à l'instant initial avec OV, pour une valeur 
de ç différente de i d'une quantité infiniment petite yj, la 
quantité sous le radical se réduit à 

-a^ j Mg'/ Acos^^ -hCsin'^ — Icos»(^— s) J' 

Si donc, J étant supérieur à e, la vitesse de rotation w est 
assez grande pour que le coefficient r? soit négatif, j» sera 
imaginaire pour toute valeur de cp autre que celle de cp = J 
pour laquelle /^ = o. Dans ce cas la chappe tournerait uni- 
formément autour de OV, sans se déplacer de part et d'autre 
de cette droite. Mais comme cette sorte d'équilibre dyna- 
mique est instable, il est impossible de le réaliser \ la cbappe 
bascule brusquement dans son plan lorsqu'on cherche à lui 
faire prendre cette position exceptionnelle, et lorsqu'elle a 
ainsi tourné d'un certain angle, le phénomène se produit 
comme l'indiquent les formules (2) et (4)» 

6. Des rotations périmétriques de M, Sire, — M. Sire 
est arrivé dernièrement à produire un phénomène singu- 
lier, dont l'explication n'est pas immédiatement évidente. 

Ce physicien emploie à cet eflFet un solide de révolution 
dont un point de l'axe est rendu fixe, ce que l'on réalise 
en terminant ce corps par un pivot qui s'engage dans une 
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crapaudine. On sait (p. 354) qu^en imprimant à ce corps 
autour de son axe une rotation plus ou moins rapide dans 
un certain sens,, il prend lui-même autour.de la verticale du 
point fixe un mouvement de rotation de même sens ou de 
sens contraire ou, si Ton veut, direct ou rétrograde, pour 
Tobservateur couché suivant les axes correspondants ou 
ayant les pieds au point fixe, selon que le centre de gravité 
se trouve au-dessus ou au-dessous de ce point. Ce mouve- 
ment direct ou rétrograde est d'autant plus lent. que la 
rotation propre du corps est elle-même plus considérable. 

Mais si la tige cylindrique qui forme le prolongement 
du mobile dans sa partie supérieure, rencontre le bord 
d'une plaque terminée par un contour quelconque continu 
ou discontinu, elle le suit immédiatement en prenant dans 
tous les cas un mouvement direct beaucoup plus rapide 
que le mouvement direct ou rétrograde autour de la verti- 
cale du point fixe qu'il possédait quelques instants aupa- 
ravant. La tige exerce ainsi une pression sur le pourtour 
de la plaque, dont elle ne se détache qu'aux points sail- 
lants ou anguleux, pour reprendre aussitôt la portion sui- 
vante du contour. 

M. Sire, qui donne à ce phénomène le nom de rotation 
périmétrique, fait varier ses expériences en employant 
successivement un cercle, un triangle à sommets arrondis, 
une sorte d'ellipse allongée, figures que Ton dispose de ma- 
nière que leurs centres de figure se trouvent sur la verticale 
du point fixe, et enfin une courbe fermée présentant une 
partie rentrante. 

En y regardant d'un peu près, on reconnaît que le fait 
observé est dû au frottement de la tige du corps contre la 
plaque; cette résistance tend à diminuer la rotation propre 
du solide, mais, transportée en son centre de gravité» elle a 
pour objet de produire, en projection horizontale, un mou- 
vement direct sur le corps autour du point fixe. Une figure 
très-simple suffit pour éclaircir cette explication sommaire. 
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Mais si Ton veut aller plus loin, en cherchant à déter> 
miner la loi du mouvement, on rencontre, en général, dans 
Tintégration des difficultés insurmontables, et je n^ai pu 
arriver à une solution complète que dans le cas particulier 
où la plaque est terminée par un contour circulaire ayant 
son centre sur la verticale du point fixe. 

Soient {fig. 75) 



Fig. 75. 




O le point fixe; 
OV la verticale corres- 
pondante *, 
Ox Taxe du solide de 

révolution ; 
O2 la perpendiculaire en 
O à Oa: dans le plan 
VOa:; 
Ojr la perpendiculaire en 

O au plan zOx] 
n^ r, s les composantes 
de la rotation instantanée du solide, suivant Oo:, 
Oj^, Oz, considérées comme positives ou négatives, 
selon qu elles ont lieu de la gauche vers la droite ou in- 
versement, pour l'observateur couché successivement 
suivant ces trois directions en ayant les pieds en O; 
A, B les moments d'inertie du corps, le premier corres- 
pondant à Ox, etle second à toute droite perpendi- 
culaire à cette direction menée par le point O5 
fx le poids du corps multiplié par la distance de son centre 
de gravité au point fixe : ce produit sera considéré 
comme positif ou négatif selon que le centre de gra- 
vité du corps se trouvera au-dessus ou au-dessous du 
point fixe ; 
a l'angle formé par Ox et OV. 

Nous pouvons supposer, 1° que la plaque circulaire di- 
rectrice est taillée sur sa tranche en forme d'un tronc de c6ne 
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dont Tangle au sommet est ^a^ de manière à affecter ainsi 
la forme de l'enveloppe des positions de la tige du tore, 
3^, et avec une approximation suffisante, que les réactions 
normales élémentaires de la plaque sur la tige ont, de même 
que les frottements, une résultante appliquée en chaque 
instant au point de la circonférence moyenne de la plaque 
en contact avec la tige. 

Soit donc n le point d^application de la résultante N des 
réactions normales et de celle de N/des frottements, / étant 
le coefficient de frottement^ I le centre de la circonférence 
de la tige correspondant au point /i, b la distance 10, a le 
rayon ni. 

On a, en général, r=— 9 et comme a est constant 

d'après l'hypothèse admise^ il s'ensuit que r ^t constam- 
ment nul. 

On a d'abord l'équation 

Soit Oo) la droite qui représente la rotation instantanée 
du corps, située dans le plan \Ox\ nk la perpendiculaire 
abaissée du point n sur sa direction; wA = 6 = 01 la per- 
pendiculaire abaissée du même point sur Ojz ; la vitesse du 
point n est (ù .hn ou, d'après le théorème de Variguon, 
5.72/4 — n.nï = sb — nêi. Le principe des forces vives 
donne donc 

Andn -\-Bs ds = ^f[sb — na)dt, 

ou tout simplement, en vertu de Téquation (i), 

(7) ^^=^-^' 

Si Ton élimine N entre les équations (i) et (2), on peut 
intégrer, et si onr désigne par a une constante^ il vient 

/ON A /î B .V ^ 

(3) . -+y=P. 
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Il nous reste maintenant à établir une nouvelle relation 
entre n et 5. 

Soit OM la droite située dans le plan zOV, qui repré- 
sente le moment total des quantités de mouvement du tore, 
et dont An et B5 sont les projections sur Ox et Oz. La 
rotation s se décompose en deux autres^ l'une s tanga sui- 
vant Ojc, et l'autre —, — > qui représente la rotation autour 

de OV du système d'axes Ox, Oy, Oz^ 

La vitesse relative du point M, par rapport à ces axes, 
estimée suivant Oy, étant nulle, la projection sur cette di- 
rection de sa vitesse absolue se réduit à celle de la vitesse 
d^entrainement. Soit Ox' la perpendiculaire «n O à OV 
menée dans le plan VOa;; il est facile de voir que la pro- 
jection de OM surOx', ou la distance du peint M à OV, est 
égale à Ansina — Bicosa, et que, par suite, la vitesse d'en- 
traînement de M estimée parallèlement à Oy a pour ex- 
pression 

g 

-, — (A/tsina — Bscosa); 
sm a ^ . ^ 

et comme les trois équations delà Dynamique relatives au« 
moments expriment que la vitesse absolue du point M re« 
présente en grandeur et en direction le moment des forces 
qui sollicitent le corps, il vient 

(4) f(A/i — B5<;ota) = N^ H-fisina, 

d'où, en éliminant Nb au moyen de l'équation {2) et An à 

l'aide de la relation (3), en négligeant pour simplifier. - 
qui est une très-petite fraction, 

as f 

( 5 ) ■ ■ ■ ■ ' ■ ■■ ■ ziz -— cU, 

^ ' — |Asma-|-*(ap — Btfcot«) B 

Or pour que la tige cylindrique s'appuie constamment 
sur la trancbe de la plaque circulaire directrice, il faut que 
la valeur de N déduite de l'équation (a), quand s aura été 



a 
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obtenu en fonction du temps, soîl positive ou que — ^ o. 

D'où il suit que le dénominateur du premier membre de 
l'équation (5) doit être constamment positif, ou encore que 
Téquation obtenue en l'égalant à zéro ait ses deux racines 
réelles et inégales et que la valeur variable de s reste com- 
prise entre ces deux racines. Il faut donc que Ton ait 

condition qui sera toujours remplie lorsque le centre de 
gravité du corps se trouvera au-dessous du point fixe, mais 
qui pourra fort bien ne pas l'être lorsqu*il sera au-dessus 
et que ex, ou la vitesse initiale de rotation du corps autour 
de son axe, se trouvera au-dessQu^ d'une certaine limite, 
cas dans lequel la tige ne suivra pas le cercle directeur. 
Soient 

. aB4- v^û'S^ — 4B/xcosa ' 

(î = — ) 

2 B cet a 

(6) , 

ap — v« ^ p^ — 4 f* B c^s ^ 

2Bcota 

les racines, dans Tordre de grandeur, de l'équation ci -des- 
sus^ la première sera toujours positive, mais la seconde 
sera positive ou négative, selon que le centre de gravité du 
corps se trouvera au-dessus ou au-dessous du point fixe. 
L'équation (5) peut s'écrire ainsi 



ds 



(7:b-Jib^) = --^'^'*'*-^*-*')*' 



d'où, en appelant Sq la valeur de s correspondant à / = o, 
et enfin 

in) Q zzz O — ■ I ■ I • 

*'' ^ (*, — *') + (3-*.) c--/=<"«-(^-<f')' 
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Comme {$ — Jo) est nécessairemenl positif, d'après ce 
que nous avons vu plus haut, on voit que la rotation s croit 
rapidement en même temps que le temps augmente, et 
qu'au bout d'u a temps plus ou moins court elle devient 
sensiblement constante et égale k â. 

Mais pour que 5 puisse atteindre cette limite, il faut que 
Téquation (3) donne pour N une valeur correspondante 
positive, ou que 

OU, en remplaçant 8 par sa valeur et réduisant, 

« 

sinoc 

• 

Si cette condition n'est pas remplie, la rotation autour 
de Taxe du corps s'éteindra, ou le corps sera réduit au re- 
pos avant d'avoir atteint un mouvement de rotation sensi- 
blement uniforme autour de la verticale du point fixe. 

Soit 9 l'angle dont le plan VOx a tourné autour de la 
verticale OV, au bout du temps f, on a 

s ^dB 
sina dt 

^ et l'équation (7) donne par suite 
(8) 0sina = ^.-^^^logjr-(|3)[,_.-/cot„.v-O.]j 

Nous supposerons dorénavant que l'origine du temps 
correspond à l'instant qui suit le choc de la tige contre le 
disque. Il nous reste maintenant à calculer les valeurs ini- 
tiales Tia et ^0 dé n et j, et par suite |3 en fonction des 
composantes de la rotation instantanée du mobile à l'instant 
qui précède le choc, et que nous désignerons par les lettres 
w', ;•', 5' 5 soit N' la pression variable exercée par la tige du 
corps sur le disque pendant la durée du choc. 

24. 



t 
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Les axes Oxj Oy, Oz n^ ayant pas varié sensiblement 
de position pendant cette période, peuvent être considérés 
comme fixes, et si Ton néglige la pesanteur par rapport à 
N'y ainsi qu'on le fait d'habitude dans ces sortes de ques- 
tions, on a les trois équations 

^Br'=bfWdt, 
B(5' — ^.) = — bffWdt, 
d'où 

(10) l A ô 

et l'équation (3) devient, en y remplaçant n et 5 par ces 
valeurs, 

II) — îi4-V = P = *--r- 

^ ' a b ^ a 

II ne faut pas oublier que, pour qu'il y ait choc, il faut 
que r' soit négatif, ce qu'exprime d'ailleurs la seconde équa- 
tion (9). 

Il nous reste maintenant à déterminer dans quels cas la 
condition trouvée plus haut 

,>^ 

nécessaire pour que la tige puisse adhérer au disque, peut 
être remplie. 

Pour plus de simplicité, nous ne considérerons que le 
cas où n' ou j3 est assez grand pour que l'on puisse négliger 
le carré du rapport de 4Bfxcota à a'jSr. Dans ce cas, la 
seconde équation (6) donne 

^f J*^ psing 

~aB~A/i' s'a' 
a b 
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la première condition se ramène donc à rinëgalité 

^A/i' -h ï^ V/ -h/r') > f. sin«. 

Or pour le cas considéré nous avons trouvé aux nota- 
tions près (p. 354), f- représentant la valeur de Mgl^ a' 
étant la valeur de a, lorsque le corps est entièrement libre, 

, , 2uBsîna' . 'A.n' 



d'où 



2u sina. . . A«'r 
Aiî' 2B 



, da 2asina. . An i An! t 
r' = --— x= -i- — p-2 . sin — —- ces — —• 
dt An' 2fi 2B 



Ces formules supposent que le temps est compté à partir 
du moment où Ton a imprimé la rotation n' au mobile, 
sans rotation composante suivant Oy et Oz. 

Si donc on remarque que —7— est négligeable par rap- 
port à An\ d^autant plus que t est généralement une petite 

fraction, Finégalité q^^i' devient, en négligeant déplus 
la petite différence entre a ^ et a' = a, 

A«7 ^ An't ^ 

La première inégalité étant relative au cas où /ix est posi* 
tif et la seconde au cas contraire, les racines de l'équation 
obtenue en égalant à zéro le premier membre de cette iné- 
galité, sont inégales. Il y a donc une infinité de valeurs de t 
qui peuvent satisfaire à ces deux inégalités ; par conséquent, 
on comprend que, à un moment donné, le choc soit suivi 
d'une rotation directe de la tige du corps autour de la ver- 
ticale du point fixe en s'appuyant sur le disque.^ 
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Quant à Tinégalité q^<id^ elle se réduit à 

A/i"> 2uBcosa (siB* — - — f-/sin — —- cos — =-- i> 
'^ \ 2B "^ 2B 2B / 

en réduisant $ à son premier terme-- ; elle est toujours 

satisfaire, quel que soit le signe du second membre, pourvu 
que n' soit suffisamment grand. 

7. Mous^ement d^un corps pesant de résolution assu- 
jetti à glisser par un point de son axe sur un plan hori- 
zontal. — Conservons les notations du n** 3 (Jig» 73), en 
supposant que les axes coordonnés aient été transportés 
parallèlement à eux-mêmes au centre de gravité G du so- 
lide. Soient O le point d'appui, / la longueur OG, w la 
composante horizontale de la vitesse du centre de gravité, 
qui sera constante en négligeant le frottement. Il est clair 
que dans cette hypothèse la rotation n sera constante pen- 
dant toute la durée du mouvement. 

La composante verticale de la vitesse de G est égale et 
contraire à la même composante de la vitesse du point O 
par rapport à ce centre, c'est-à-dire à ri sina. Le principe 
représenté parla formule (7), n^2, donne par suite 

/ B('''+^'— '•î — ^î)-+-M/'(r'sin^a-r;sin>ao) 
I =2M 5^/(008 a« — cos a). 

Le moment des quantités de mouvement rotatoires au- 
tour de G, estimé par rapport à la verticale, étant constant, 
on a l'équation 

(/) Ancosa + B^siDa.= A/icosao-f-B^o siDa«. 

Des équations (h) et (/) on déduit 

A/z(cosao — cosa) -h B^isinae 

^ ' sina 



,W: 



\ Mff/(cos«-co8«.)+M <v;Bin'«.-HB(r;+,;)-^*"'^''-°°!";«)-^»^'"'"'T 

ft\ -4- m/ __^,______ » sin g 

CA)r^±V B-f-M/'8iii«« \ "^ ^ 
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formules analogues aux formules (c) et (d) du n^ 3, condui- 
sant aux mêmes conséquences, et qui donnent Texplication 
des diflerentes phases du mouvement de la toupie. 

Le point O décrira par rapport au centre de gravité et en 
projection horizontale une courbe ondulée, limitée aux cir- 
conférences, ayant pour diamètres Isincti^ /sina^, a^ et a^ 
étant les valeurs extrêmes de a. Le rayon vecteur de cette 
courbe étant exprimé par |0 = /sîna, l'angle 6 qu'il forme 
avec une horizontale passant par le point G et mobile avec 
lui se déduira de la relation 

d9 s 



sina 



L'angle V formé par la tangente à la courbe avec le rayon 
vecteur sera^ par suite, donné par 



tang V = 






cosa 



rcosa 



On voit ainsi que la courbe sera en général tangente aux 
deux circonférences extrêmes. Cependant si pour Tune des 
valeurs «i , a, ; 5 est nul, la courbe pourra être normale au 
cercle correspondant. C'est ce qui arrivera notamment 
pour le cercle intérieur, lorsque r© et ^0 seront nuls. • 

8. Mouvement d'un corps pesant de réi^olution repo- 
sant sur un plan horizontal. — Soient .(^g'. 76) 

G le centre de gravité du corps ; 
G { son axe de révolution ; 
O son point de contact. avec le plan 
nécessairement situé dans le plan 
veilical passant par cet axe ^ 
a l'angle formé par GJ avec la ver- 
ticale GV ; 
-G^ la perpendiculaire en G à G $ 
dans le plan GO $ y 



Fig. 76. 




376 TRAITÉ 

Gn la perpendiculaire menée au même point de ce plan ; 

M la masse du corps ; 

A, B les moments d'inertie du corps par rapport à G^, 
Grj ou GÇ ; 

n^r^s les composantes de la rotation suivant G ^, G 77 9 

Ç , ^ les coordonnées du point O par rapport à GÇ, Gf . 
La rotation n étant constante, on a 

(A) An (cosa — 0080,)-+- B(jsina — «osinoc,) = 0, 

(B) r=-. 

La vitesse du point O par rapport au point G a pour com- 
posantes respectives suivant GÇ et GÇ, rÇ et — r{ 5 la 
composante verticale de cette vitesse, égale en grandeur à 
la même composante de la vitesse du centre de gravité, a 
par suite pour eicpression 

r(Çco8a — Çsina), 

La projection de GO sur la verticale étant Ç cos a 4- f sîn a, 
le principe des forces vives donne 

I B(^H-r^)-f-Mr'(Çca9a--.|sina)» 

(C) / =:2M^[Çcosa-f-Çsina — Çocosa, — ^sina«] 
( -t-B(j;-hr;)+Mr;(Ç,cosao — Ç.sinao)». 

L'équation y (^, ^) = o de la courbe méridienne du so- 

lide, jointe à la relation tang(X= — —5 fera connaître 

les valeurs de ^ et ^ en fonction de a, que l'on substituera 
ensuite dans les formules (A) et (C)r 
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*^ g g, s jj 

P •= a ji ^ 
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Taxe G% pourra passer par la verticale GY, et il suffit pour 
cela, en appelant a la distance du point G à celle des extré- 
mités de cet axe qui tend à se mettre en contact avec le plan, 
que 

2M^(a — r«cosa« — Çesino,) j 

-hBrJ-hMr:(Ç.cosa.— ?.sina.)»-h^\aDg«^ j >o. 

La quantité sous le radical dans la valeur de r se compose 
d'une quantité positive indépendante de n, dont le maxi- 
mum, que je représenterai par Q, a une valeur déterminée. 
L'angle a oscillera entre des limites qui satisferont à la con- 
dition 

[A// (cosao — coSa)4-Brosinao]*^^y^ 

et à fortiori à 

[ A/i (ces a, — CCS a) -h B r, sin a,]' -<] BQ. 

Il suit de là que plus la rotation n autour de l'axe du 
corps sera grande, plus les écarts de cet axe de part et d'au- 
tre de sa position initiale rapportés à la verticale seront 
petits, car plus cos «o — cos a sera petit lui-même et plus 
n sera petit, plus les écarts seront considérables. 

Ces considérations théoriques ne se trouvent justifiées 
par l'expérience qu'autant que les surfaces en contact sont 
suQisamment polies pour que le frottement soit insensible, 
car autrement le solide, tout en oscillant, se relève rapi- 
dc!ment jusqu'au moment où il repose sur l'une des ex- 
trémités de son axe. Il serait très-intéressant de pouvoir 
traiter les questions en y introduisant ce nouvel élément; 
malheureusement on est arrêté par des difficultés de calcul 
inextricables. 
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NOTE V. 

SUR LES ÉQUATIOKS GÉflÉRALBS DU MOUVEMEIfT RELATIF 



1 



D UN CORPS SOLIDE. 



1. Mouvement relatif du centre de gra\^ité d^ un sys- 
tème de points matériels. — Si Ton multiplie Fëqua- 
lion (i) du n^ 158 par la masse m du point auquel elle 
s'applique, et que Ton ajoute membre à membre les équa- 
tions ainsi obtenues pour tous les points matériels du sys- 
tème, il vient 



d^x ( r. d^ àr\ 

2/W-7r-=: 2»( COsBZ/W-; COSvX/W-f- | 

dt^ \ ^ dt ' dt 1 



+ 2/wX 2/72 X« 9 



ou, en désignant par J?i, j^i, z^ les coordonnées du centre 
de gravité delà masse totale M, 



M^ = '»(cospM§-cos7Mî|i) 



-h 2/wX— 2wX,, 



équation dans laquelle les actions mutuelles disparaissent. 
Or les forces d'entraînement prises en sens contraire n'é- 
tant autre chose que les forces d'inertie des points ci-dessus, 
considérés comme faisant partie du système invariable (S), 
SmXe est égale à la projection sur l'axe des x de la force 
d'entraînement du centre de gravité en y supposant con- 
centrée la masse M. Il résulte de là et de la comparaison 
entre T équation précédente et Téquation (i) du numéro 
précité, que le centre de grav^ité d^nn assemblage de points 



38o TRAITÉ 

matériels se meut par rapport au système im^ariable (S), 
comme un point unique où serait concentrée la masse 
totale M en y supposant appliquées toutes lesjorces exté^ 
Heures agissant sur cet assemblage, 

2., Équations générales du mouvement relatif par rap- 
port à un système inv^ariable d'un corps solide assujetti à 
tourner autour d\in point faisant partie du système. — 
Reportons-nous au n° 167, et supposons que le axes Oj:, 
O^, Oz soient les axes principaux passant par le point re- 
lativement fixe O. 

Soient 

A B, C les moments d'inertie principaux du corps cor- 
respondant aux axes Ox, Oy^ Oz ; 

N, P, Q les moments par rapport aux mêmes axes des 
forces qui sollicitent le corps ; 

M la masse du corps ; 

7/,, Uj, u^ les composantes suivant Ox, O/, Oz, de 
Taccélération d'entraînement du point O; 

a, b^ c les coordonnées du centre de gravité de M. 

Posons 

M [auj^ — bux) = Q', 

M ( cug — aie,) = P', 

L'équation du mouvement absolu du corps correspon- 
dant à Taxe Oj: a pour expression 

et pour obtenir Téquation équivalente dans le mouvement 
relatif, il suffît d'y remplacer /i^, p^^ qa-, --f^ -t-î -^9 par 
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leurs valeurs en fonction den, p, q^ — > ■—? -^ et les élé- 
ments du mouvement d'entraînement. 
On a d'abord 

et 

{b) Paqa=Pq -i-Peqe-h PÇe "H ÇPe • 

D'ailleurs (167) 

(c) _=:_4-Xx-|-y/?,— /?^e. 

L'équation (a) devient donc, en ayant égard aux valeurs 
(b) et (c), 

/ ( AJl„4-{C--B)y»,ye 

A^-4- (C — B>^ = N — N' — I -4-^/?e(A -h C— B) \j 



— /?y.(A4-B — C) 



et par analogie 



(l)( / BJ^-h(A— C)/î,çr^ 

B^4- (A— C)/!^ =P — P'— I -♦-«^.( A-h B — C) 

(— /î,^(B-hC — A) 

ICjlo,-+-{B--A)/le/le 
-h/^MB+C-A) 
— /?e«(A f-C—B) 

Telles sont les équations générales du mouvement relatif 
d'un corps solide assujetti à tourner autour d'un point 
fixe dans le milieu auquel on rapporte le mouvement. Ces 
équations, dans lesquelles on devra remplacer X^,, x^^ Jt., 
n^y Pej i/ey en fonction de v^, tt^, /e qui seront en général 
des données relatives au mouvement de (S), sont spécia- 
lement applicables au mouvement relatif d'un solide autour 
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de son centre de gravité*, dans ce cas les moments N', P', Q' 
sont nuls. 

Si N'', P', Q'' représentent les moments par rapport aux 
axes O a:, Oy^ Oz des forces apparentes qu'il faut intro- 
duire pour ramener la considération du mouvement relatif 
à celle du mouvement absolu, on a 

N" = — N' — ( Aal,x-I-(C — B)/?,^, I 

( -f- gpe{A -4- C — B) - pqe{A + B — C J ) 

f//Jp'^= — F — i ^-K-h{A—C)n,qe i 

^ ^1 |4-//9,(A-+-B — C) -/?e^(BH-C-A)) 

Q"= _ O' — ( CeA«,H- (B — A)/le/?e 

i -H/'''*(B-*-C — A)— /7e/i(A-f-C — B) 

Soient 6 et S« le travail des forces extérieures agissant 
sur le solide et le travail des forces d'entraînement •, le prin- 
cipe des forces vives donne 

(2) Ati^ -hBp^-^Cq^ = 2^ — 2 S^ -H const. , 

formule que Ton devra substituer à l'une des équations (i) 
lorsque l'on saura trouver les intégrales représentées par 6 
et 6,. 

S'il s'agit d'un solide entièrement libre, pour lequel w, 
p^ q représentent les composantes de la rotation apparente 
autour du centre de gravité, on a, diaprés un autre prin- 
cipe, en appelant V la vitesse de ce centre, 

(3) A/i»-hB/7''4-C9'-f-PV^=r2S— 2e,-hconst. 

6, tôg désignent ici les travaux des forces extérieures et d'en- 
traînement dans le mouvement relatif général du solide. 

Dans certains cas, il pourra être avantageux de remplacer 
l'une des équations (i) par celle qui résulte de la projection 
des moments des forces sur une droite fixe dans le milieu (S) 
faisant avec les axes Ox, Oj^, Oz les angles variables 
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a, P, y, et avec OX, OY, OZ les angles constants 5, y, e. 
Les moments des quantités de mouvement estimés suivant 
Oa:, Ofy Oz étant An, Bp, C<7, il vient 

--(A«cosa-+-B/?cosp 4-C^coS7) 
= (N 4- N") cosa -h (P -hP")cosp-|- (Q-f- Q")cos7, 



ou 



[N - N' ~ Aa^-(C - B)p^p^] cosa 
4.[P_F — B<Ay-(A-C)n^-7jco8/3 

(4) -î- (Ancosa-l-B;>cos/3 +C^ co»y)= ''^ 

"' i — (B-hC — A)n^(;?cosy — i7COS/3) 

— (A-hC — B)/;^(^cosa — ncosy) 

— (A-hB — C)^^(ncosy3 — pcosx). 

On substituera dans cette équation à cosa, cosj3, cosy 
leurs valeurs en fonction de cos5, cosrj, cose, tirées des 
formules du n° 167, dans lesquelles qn remplacera respec- 
tivement riey pe^ Çe par les trois premiers cosinus, et v^, tt^, 
yi^g par les trois derniers. 

3. Formules relalii^es au moui^ement apparent des corps 
solides à la surface de la terre. — Pour obtenir les for- 
mules applicables aux mouvements apparents des corps à 
la surface du globe, il sufBt de supposer, dans ce qui pré- 
cède, que (S) représente la terre. On a d'abord 

Jlox = O, J(^ = O, «Ao, =r o . 

La rotation de la terre étant très petite, on peut en négli- 
ger le carré, par suite les termes en p^q^ > w, /^e? ^e^e* 

. Du pendule composé, — Supposons que le corps soit 
uniquement soumis à l'action de la pesanteur et que Taxe 
principal d'inertie Oz passe par son centre de gravité ; ap- 
pelons y'ia distance de ce centre au point O. 

Nous prendrons pour parties positives des axesOo:, Ojy 
Ozy la portion de la méridienne dirigée vers Téquateur, 
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celle de la tangente au parallèle dirigée dans le sens de la 
rotation d'entraînement, c'est-à-dire de roccident vers 
Forient, enfin celle de la direction du fil à plomb située 
au-dessous du plan xOy. 

Mous aurons d'abord, X étant la latitude du lieu, 

V, = «e cosX , ir, = o, x« = **« *in ^> 

et les formules du n? 167 se réduisent ici à 

/i0=ûd^[(cos9cos4'4-sinf sin>{i cos9)cosX 

— sinXsinO siuip], 
(5) {pe^= WeI(cosysin^I» — siof COS\|/ cos 0) cos)^ 

+ sinOcos>|/sinX], 
^«=oi)«(sin7sinOcosX 4-cosOsin>). 

Si Ton se rappelle que la valeur de Taccélération de la 
pesanteur observée en chaque point de la terre comprend 
l'accélération d'entraînement prise en sens contraire, le 
principe des forces vives donne 

(2')A/i»-hB/?»-4-Cçr^ = 2pig^/(cos0,~cosô)-+-A/îî-f.B/?J + C^J, 

6oî Wo) ^0» 9o désignant les valeurs initiales de 6, », p^ 9, et 
fA la masse du corps. 

Lesquantités N — N', P — P'? Q — Q'j sontles moments 
par rapport aux axes Ox, Oj^, Oz de la résultante de l'at- 
traction terrestre, de la force d'inertie correspondant à l'ac- 
célération centripète d'entraînement du point O, supposée 
transportée ainsi que toute la masse |x au centre de gravité 
G du corps. Mais comme les dimensions des corps que nous 
considérons à la surface de la terre sont relativement très- 
petites, on peut, sans erreur, regarder comme égales les 
accélérations centripètes d'entraînement en O et G ^ ce qui 
revient à supposer que N — N', F— P', Q — Q', repré- 
sentent les moments du poids du corps^ tel qu'on l'apprécie 
au lieu de l'observation. La dernière formule (1) devient 
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:5»b 



dès lors 



(i') C^-h(B-.A)/?;? = — /?/îe(BH-C-A)4-A?e/i(A-hC~B). 

Enfin nous prendrons pour troisième équation celle des 
moments par rapport à la droite Oz : 



(4') -7-(A/icosa-f-B/?cosp-f-C7cos7) = 



I(B-hC — A)/?e(/?cos7 — ycosp), 
(A+ C — B)pe [q ces a — /i COS7 )> 
(AH-B — C)q^ (/ICOS^ — pco%a)j 



et par des substitutions faciles à faire, qui n'ont que Tîn- 
convçnîent d'être assez longues, les équations (5), (1'), (a'), 
(4') 5 donneront les équations différentielles en (p, ^, d, f 
dont le problème dépend. 

L'étude du mouvement apparent d'un corps solide pesant 
autour d'un point fixe sur la terre ne conduit à quel- 
ques résultats simples que lorsque ce solide est de révolu- 
tion autour de l'axe Oz, Aussi nous bornerons-nous à po- 
ser les équations définitives du mouvement qui se rappor- 
tent à ce cas particulier pour lequel les transformations 
analytiques intermédiaires présentent de notables simplifi- 
cations. 

L'hypothèse A = B réduit l'équation (i') à 



(«) 



dq 



Or np^ — n^p n'est autre chose que la projection sur Qz 
de l'accélération angulaire composée et, pour l'obtenir, on 
peut substituer aux axes Oj:,0/, la considération des droites 
rectangulaires OA et OB situées dans le même plan. En sup- 
posant ^ = dans les deux premières formules (5), on 
obtient 

Gi>«cosf cos>, tÉ>e( — sin^cosdcosX + sin ôsinX], 

25 
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pour les composantes de co suivant OÂ elOB, par suite 

rtpe — n^p=zr. Wg( — sin çcos9cos> -f- sin dsin)i] — jw^cos^cos^ 

[/ . Jq> . d^\ dB'\ 

— cos> ( cosysmô — i--hsina>cosO — j -HsinîisinO — U 

dq 1 ^ ^/sinvsind . ^ rfcosôX 

— î- = w^ 1 — cos A \ sin A 1 9 

dt \ dt Ut ) 

et en intégrant 

io = <yo-|- WtfCOsi(sin<PoSin ô^ —; sincpsinO) 
-h W e Sm A ( cos 0, COS ) . 

lia formule [y!) devient, en remarquant que 

et en négligeant le terme en w^' dans la valeur de €</*, 

^\df'^ ''"'® 7^ j = ^^^/^^Ecosôo— cosô) + A [r\^s\) 
— 2 C 9t o»« [cos> (sin 7, sindo — sin ^ sin ô)+siDX (cos 9« + cosO}}. 

Occupons-nous maintenant de la transformation de la 
formule (4'), qui devient dans le cas actuel 

I — [A («cosa-f-/?cosp)-f-C^cos7]= — C[/?tf(/?cos7 — 7-00$^) 
-f-/>,(çrcosa — /i COS7)] — (2 A — C)7e(«cosp — /9COSa). 

La projection n cos a -h p cos j3 sur Oz de la rotation w es- 
timée dans le plan x Oy se réduit évidemment à celle 

d(a 
s sin â = -~ sin' ô de ^ ; et commey = d, on a 

A (/icosa-|-/?cosp) -+-C7cos7=:Asin'0 -~ +G9G0s9. 

Il est facile de reconnaître que le second membre de Téqua- 
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tion ((3) est indépendant de la position des axes Oâ? et O2 
dans le plan xOy, A cet effet, portons à partir du point O 
dans un sens convenable, sur la perpendiculaire en ce point 
au plan déterminé par OZ et co une longueur F égale au 
double de l'aire du triangle ayant pour côtés l'unité et co^ 
dirigés suivant ces deux directions ; on a, en appelant F^^, 
F y et F, les projections de F sur Ox, 0/ et Oz, 

p C0S7 — 7cosp=r,, /îoosp — /?cosa =r Fj, 
^ cosa — /?cos7=r^, 

et //^Fjp -|-p,Fy n'est autre chose que le produit des projec- 
tions de w^ et de F sur le plan xOy multiplié par le cosinus 
de leur angle. Nous pouvons donc substituer aux axes O jr, 
Oj', les droites OA et OB, ou supposer 

^, = Wj (cosOsinX + cosXsinvsinÔ), 

remplacer n et p par 

dB do , 

/'=-r- et .* = -~sin9, 
dt dt ^ 

^e et pg ])ar 

6)«COScpCOsX 

et 

«Je ( — srn^cos OcosX-hsind sin ^) ; 

il vient ainsi pour le second membre de ((3) 

— We cl cosç cos> ( siii Ô cosô -y- — (j sm9 

— ( — sinçcosÔcosX -f-sin9sin).)cos0 — 
— (2 A — C)w, sinO— (cosGsinX+cosXsiDfsind), 

a5. 
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et en réduisant et négligeant le carré de w^ 

dt dt ^^ ' ^' dt 

dcosO 



■+- C^fSinOcosf — Csin^^sinOf 



— 2 A sm* sin ® -7- 

r/cosô 
CwtfSin^cosôa — :; — 



Si, comme dans Texpérience exécutée par M. Foucault 

C 
au Panthéon, r- est assez petit pour que l'on puisse le né- 

A. 

glîger devant Tunîté dans les termes en w^ , la rotation 
initiale (j^ étant d'ailleurs nulle, les formules (a") et (3'') 
se réduisent aux suivantes : 



^4.sin'rg)=a(cose._cosô)i^, 

-7 sin^ô-rf? — wsin). t) = 2&>eC0S> sincp sin*ô -7-» 
dt dt^^ ' ^ dt 

qui sont celles qui se rapportent au mouvement osciliar 

toire d'un pendule simple ayant pour longueur — • 

Du gyroscope. — Supposons maintenant que le point fixe 
du corps coïncide avec son centre de gravité, ou que /*= o. 
Dans cette hypothèse, les formules (i^'), (a''), (3'') ne sup- 
posent pas nécessairement que le plan XOY est horizontal 5 
il nous suffit d'admettre que ce plan étant choisi arbitraire- 
ment, le plan XOZ est parallèle à l'axe de la terre et que A, 
cessant de représenter la latitude, est Tangle que forme cet 
axe avec OX. 
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La formule ( 2'^) devient 

A ---f-sm^Ô— i-l 
\di^ dt'J 

Si nous supposons que la composante q^ de la rotation 
initiale soit très-considérable, on pourra sans erreur sen- 
sible réduire la formule (3^^) à 

kd . ,. rfq) ^ é/cosô 

dt dt ^ di 

et en intégrant et remarquant que 

dt /o sin ©0 ' 
il vient 

(3''') Asin^e.--? = Cy»(cos0o — cosô) -f- AjosiDÔ». 

Si nous prenons OZ parallèle à l'axe de la terre, on a 
X = 9o®, et (2'''^) devient 

(y) — -b sin'Ô ^ = — 2w,<7o~ (cosôo — cosô) + rj -j- a-J , 
et en éliminant y entre (3'') et (7) 

- = 2&>«çro -- (COSÔ — COSÔo) 



dt 

7" ^0 (c^* ®o — cosô) -h- ^0 sm ô, 




sia9 



•+-/•; -^-yj. 



A l'inspection des formules (3'^), (y), (5), on reconnaît 
que la loi du mouvement est la même que pour un solide 
pesant de révolution dont un point de Taxe est fixe sur la 
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terre supposée immobile; Taxe du corps oscille dans le 
plan mobile passant par OZ entre deux limites que Ton dé- 
terminera facilement. 

Dans le cas particulier où 5o = o, /'o = o, fune de ces 
limites est 9', l'autre est donnée par 



C 70 / COS 00 CCS Ô\ 

A \ sm*9 / 



Soit 0=^00 H- £> s étant d'un même ordre de grandeur 
que We, il vient 

2w, -h ^ . • • g = O, 

ÂsmOo 

et pour l'écart maximum 

AsinOo 

e =r — 2 O), • — — • 

Cette valeur, étant de signe contraire à ^o? conviendra 

dB 
toujours, car, pour que — soit réel, il faut que décroisse 

ou croisse à partir de ^o selon que Çq est positif ou 
négatif. 

En général, Taxe du corps ne deviendra jamais perpen- 
diculaire à XOY, à moins que 

Cçr„cosÔo-h Amosinôo = C^o» 

dans ce cas l'équation (3''^) devient 

(l'— cosô) ^ d 

Am = Cqit*- 7-jz — =C7o.tang-ï 

et l'équation (S) 

dB^ C 

— = 27o«e'T-(cOSÔ COS0o) 



c'^; A ..ô ._,© 







tang^ - — tang' 7- ) 9 



et une discussion simple permettra de déterminer les autres 
conditions a remplir pour que Taxe passe par OZ« 
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Si 60 = o, le corps sera en équilibre relatif; car les for- 
mules (y), (S) ne peuvent être vérifiées que par 6 = 6^, 

Admettons maintenant que Taxe du corps soit assujetti 
à rester dans un plan fixe XOY, ce qui suppose que l'on 
exerce en un point de cet axe une pression normale au 
plan d'une énergie suffisante. Les formules (i") et (2") 
peuvent encore recevoir ici leur application en y supposant 
= po° et Tq = o ; mais on ne pourra plus prendre l'équa- 
tion (^), parce que le terme en ^o? par rapport auquel nous 
avons négligé ceux en We dans l'équation (3") est nul, et il 
faudrait nous reporter à cette première équation ', mais la 
formule (2") suffît pour résoudre le problème; elle donne 

-— = 2 --flrow*(sin<po — sintp)cos^-|- A.vJ, 
at^ A 

et comme «p est ici le complément que forme l'axe du corps 
avec OX, il s'ensuit que la première de ces droites oscillera 
départ et d'autre de la seconde, comme un pendule simple, 
de longueur égale à l'unité, soumis à l'action d'une force 

constante parallèle à OX, égale à -^cosX et dont ^o serait 

la vitesse initiale, ce qui donne l'explication du gyroscope 
de M. Foucault. 

Mais on peut arriver plus simplement aux résultats ci- 
dessus, en comparant directement, comme nous allons le 
faire main tenant, les forces centrifuges composées. 

4. De la réduction des forces centrifuges composées 
dans les mouv^enients relatifs angulaires des solides de 
résolution. — Soient 0/ la vitesse angulaire d'un solide de 
révolution de masse M, mobile autour de son axe de figure 

■^^ (J^S' 77? P* ^.9^) entraîné lui-même dans le mouvement 
d'un système invariable (S) ; A le moment d'inertie de M 
par rapport à cet axe ; Az la parallèle à l'axe instantané de 
rotation de (S) inenée par un point quelconque A de Ax; w. 
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la rotation instantanée de (S) •, a l'angle zKx, Nous suppo- 
pj ^ serons, pour fixer les idées, que les 

rotations c«)^ o) ont lieu de la gau- 
che vers la droite pour l'observa- 
teur couché suivant Ajc, Axt, en 
ayant les pieds en A. 

La force centrifuge composée 
coFrespondant à un point matériel 
m de M étant la résultante des forces analogues relatives 
aux composantes cocos a, eosina de a>^ estimées suivant 
A a:, et la perpendiculaire ky à kx dans le plan zKx^ 
on est ramené à étudier séparément chacune de ces rota- 
tions partielles. 

Soient pq la trace d'un parallèle quelconque de M sur 
le plan mené par Ao: perpendiculairement à ky\ mm\ 
m^m^ deux diamètres symétriques par rapport à pq de l'une 
des circonférences matérielles dans lesquelles on peut dé- 
composer le corps 5 n la projection de m sur pq. Les forces 
centrifuges composées résultant de la rotation partielle 
wcosa autour de Ax s'entre-détruisentj car celles de ces 
forces qui se rapportent aux molécules Wi, m\^ dirigées 
toutes deux suivant mm', sont égales et de sens contraire. 
Les forces centrifuges composées de m, m' et m^, nt\ 
correspondant à la rotation cosina autour de Kj^ se rédui- 
sant à deux couples symétriques par rapport au planj^ A x, 
dont les forces parallèles à Kx ont pour expression 
2m.CR}0t)'sina.m/2, il s'ensuit que les forces centrifuges 
composées des différents points de la circonférence 
mimm'm^ se réduisent à un couple situé dans le plan 
yKxel dont le moment est exprimé par 



2&)&)'sina2/7i.m/2 = 2ww'sinal/w.0/w = Aww' sinr. 

Si sur Taxe A.r on porte une longueur quelconque AB = /, 
à partir du point A, ce couple sera équivalent au couple 
formé par les deux forces parallèles constantes (p, — y égales 
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à — - — agissant respectivement aux points A et B et dont 

la première est dirigée suivant Âz. 

En supposant que (S) représente la terre, que le centre 
de gravité A du corps soit relativement fixe, ce corps se 
mouvra autour de Az, en suivant la même loi qu'un solide 
pesant de révolution dont un point de Taxe serait rendu 
fixe, dont le moment d'inertie et la vitesse angulaire par 
rapport à cet axe seraient A et ot)^, et dont le .moment du 
poids par rapport au point fixe serait Acoo)'. Dans le cas où 
la droite AB serait de plus assujettie à rester dans un plan 
formant avec Az un angle /, le corps M obéissant aux com- 
posantes (f cos i, — çcos i de (fy se mouvra comme un pen- 
dule, la droite AB oscillant de part et d'autre de la projec- 
tion de Az sur le plan. Ges résultats sont conformes à ceux 
auxquels nous avons été conduits par l'analyse. 

Dans ce dernier cas et pour de* petites oscillations, la 
durée de chacune d'elles est donnée par 



=^y/ 



Ac<>Ai>' ces/ 



:? 



C étant le moment d'inertie du solide par rapport à toute 
droite passant par le point A et perpendiculaire à Ax. Le 
temps T atteint son minimum 



T' 



^VÂ^ 



lorsque z = o : c'est ce qui a lieu en prenant, par exemple, 
le méridien pour plan directeur. Si i= 90°, on a T=oo , 
et en effet l'équilibre est indifférent. En prenant l'horizon 
pour plan directeur, 1 est égal à la latitude i, et il vient 



:" = y. 



C 



Auw'cosX 
Les considérations précédentes peuvent faire naître une ob- 
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jection quMl est bon de prévenir. Le mouvement apparent 
-du corps n'est pas du seulement au moment A coco'cosi, mais 
encore aux forces centrifuges composées agissant sur toutes 
les molécules du mobile dans son mouvement commun avec 
son axe, et de plus o)' est variable. Or la vitesse angulaire 
de rotation de la terre est très-petite, et la variation de «' et 
la vitesse de Taxe de rotation sont du même ordre que le 
produit de w par le moment ci-dessus, c'est-à-dire de l'ordre 
0)' que l'on peut négliger sans erreur sensible. La valeur 
ci-dessus de T doit donc être considérée comme exacte; elle 
coïncide d'ailleurs aux notations près avec celle que l'on 
déduirait du numéro précédent et de la loi du mouvement 
pendulaire. 

Le gyroscope de M» Foucault permet d'observer direc- 
tement T', T'', et par conséquent de trouver la latitude 
du lieu au moyen de la formule 

COS \ zzz -—- . 

Si la position du méridien n'est pas connue, on détermi- 
nera les durées Tj , Tj des oscillations correspondant à 
deux azimuts rectangulaires; et comme on reconnaît sans 

difficulté que 2 — cos* X = T" ( Pfi ^- 77 ) ' il vient, en éli- 
minant T', 



tangX=y/-(^,--- 






Ainsi trois observations suffiront pour déterminer la lati- 
tude d'un lieu. 

La rotation w étant très-faible, les durées d'oscillations 
Tj, Ti,T'', seront très-petites. On diminuera la longueur des 

C 

observations en réduisant le rapport- ou en employant un 

A. 

solide de révolution annulaire ou très-aplali. En suppo- 
sant, par exemple, que le corps tournant soit un ellipsoïde 
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de révolution aplati dans lequel le rapport des axes soit 7 9 

que ce tore fasse aooo tours par minute, on trouve que 
Ti==o™i9». 

5. Méthode mixte basée simultanément pour les théo- 
ries des mouv^ements absolus et relatifs pour arriver aux 
formules relatives au gyroscope. — Supposons que sur la 
fis- 7^ (P* ^4s) ^^ représente la parallèle à Taxe de la 
terre mené par le centre de gravité O relativement fixe du 
solide de révolution, O^ Taxe de révolution, OÇ la per- 
pendiculaire enO dans le plan VO^, Oy} la normale au 
même plan; /?, r, s les composantes de la rotation instan- 
tanée relative du corps suivant O^, Ow, O^; w la rotation 
de la terre; a l'angle VO^; «o la valeur de a considérée 
comme initiale pour laquelle r, s sont nuls, n^ étant la 
-valeur correspondante de « ; A, B les moments d'inertie du 
corps par rapport aux axes principaux O^, OÇ ou Or?. 

La rotation du corps dans Tespace absolu estimé suivant 
QÇ, oun-l-wcosa, restant constante, on a 

n = n^ — 6>(cosoe — cosao). 

D'autre part la résultante de la pesanteur et de la force 
centrifuge étant considérée comme passant par le centre de 
gravité O, la force vive dans le mouvement relatif reste 
constante, par suite 

A/i»-hB(H-hx») = A/iî, 
d'où, en négligeant le carré de o), 

(a) B (r^-f- 5^) = 2A/Î0W (cosa — cosao). 

Supposons d'abord que Taxe O ^ soit assujetti à se mouvoir 
dans un même plan, faisant avec OV l'angle |3, et soit (f 
l'angle formé par 0$ avec la projection de OV sur ce plan, 
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on aura évidemment 



r/r-» 



,•2 _^^2 -- __U, COSa = COSS COSq;, 

par suite 

[dej =-^-«c^sp(cos(p — cos<p«), 

ce qui donne la loi du mouvement pendulaire, conformé- 
ment à ce que nous avons trouvé plus haut. 

Si l'axe OÇ est complètement libre autour du point O, il 
faut établir une nouvelle relation, que nous obtiendrons en 
exprimant que, dans ce mouvement de rotation autour du 
point O dans l'espace absolu, la somme des moments des 
quantités de mouvement estimé suivant OV reste con- 
stante, et Ton trouve facilement que l'on a 

\ [n -h wcosa) cosa -+- B (5 -j-wsiaa) sina 
= A (//^ H- 0) ces ao) ces ao H- B &) sin' «o > 

d'où 

B*sina = A(/2o-l-»cosao) (cosao -^cosa) -|-Bw (sin^a» — sin^a), 

la rotation rio étant supposée très-rapide par rapport A o), 
on peut dans cette équation négliger w devant Wq ? cl écrire 
tout simplement 

(b) B^sina = Awo (cosaj — cosa). 

Les formules (a) et (6) , comme il est facile de le recon- 
naître (Note IV, n° 3) , ne sont autre chose que celles du 
mouvement d'un solide de révolution pesant autour d'un 
point de son axe, ce qui est conforme à ce que nous avons 
trouvé précédemment. 

6. ^application de la théorie des mouifcments relatifs à 
la démonstration du principe de la transmission de travail 
dans les machines^ en ayant égard aux ébranlements des 
molécules, — Dans l'application du principe des forces 
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vives à la théorie des machines, on considère les diverses 
parties de ces dernières comme formées de corps rigides 
dont les différents points conservent constamment entre 
eux leurs distances primitives^ mais il n^en est pas ainsi 
dans la nature : les particules des corps solides vibrent au- 
tour de leurs positions moyennes et donnent lieu à un tra- 
vail moléculaire dont il importe beaucoup d'apprécier l'im- 
portance. 

CorioHs est arrivé à résoudre approximativement le pro- 
blème, en rapportant les vibrations, de très-petite ampli- 
tude, des molécules d'un corps (M) aux positions des points 
correspondants du système invariable (S) que formerait le 
corps (M) si, à Tinstant considéré, les molécules de ce 
dernier 'venaient subitement à s'arrêter dans leur mouve- 
ment vibratoire; mais la solution qu'il en donne dans son 
Traité de la mécanique des corps solides, basée sur des 
transformations de coordonnées, conduit à des calculs longs 
et pénibles, que l'on peut éviter, en remarquant qu'il existe 
une relation intime entre cette question et le théorème des 
forces vives dans le mouvement relatif. 

Le mouvement de (S) résulte de la définition même de 
ce système moyen ^ caries sommes des projections et des 
moments de ses quantités de mouvement, relativement à 
trois axes rectangulaires, sont, à chaque instant, respective- 
ment égales aux sommes analogues déterminées pour le 
corps (M) 5 or les quantités de mouvement se composant 
comme les vitesses, la quantité de mouvement de chaque 
molécule de ce dernier corps est la résultante de la quantité 
analogue de (S) qui lui correspond, et de la quantité de 
mouvement due à la vitesse vibratoire 5 par suite les 
sommes des projections et des moments des quantités de 
mouvement vibratoire prises relativement aux trois axes 
ci-dessus sont nulles, ou encore ces quantités considérées 
comme des forces appliquées aux différents points de (S) se 
font équilibre autour de ce système invariable. 
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Cela posé, soient V et V^ ]es vitesses absolue et vibra- 
toire de la molécule m de (M); V^ la vitesse contempo- 
raine de la molécule corre5pondante de (S); T„ le travail 
des forces extérieures appliquées à (M) et estimé dans le 
mouvement de (S) depuis Tinstant pris pour origine ^ T^ le 
travail des mêmes forces estimé dans le mouvement vibra- 
toire; Tf\e travail des forces moléculaires; le travail des 
forces extérieures dans le mouvement absolu des particules 
de (M) est évidemment T,„ -H T^.; par conséquent on a 

il2wV' = T«-hT,-hT/, 

en donnant au symbole A la signification ordinaire d^ac- 
croissement. 

Si l'on appelle T^ le travail des forces d'entraînement 
dues au mouvement relatif des molécules de (M) par rap- 
port au système invariable (S) estimé dans ce même mou- 
vement, on a, d'après un théorème connu, 

-A2///V'=T,4-T/ — Te, 
d'où 

(A) -A2/w(V^-V;)=T„ + T,. 

D'un autre côté, V étant la résultante de V^et V„,, on a, 
en appelant x la projection de Vp sur V,„, 

et 

Or nous avons démontré plus haut que les quantités de 
mouvement inS , se font équilibre autour du système (S), 
ce qui, d'après le principe des vitesses virtuelles et en ap- 
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pelant dt rélëment du temps, s^exprime par 

lm{-±ix)y„,iU=zdtZm (±x) V« = o, 

par conséquent la formule (A) devient 

et donne lieu à ce théorème remarquable : L& principe de 
la transmission de tras^ail subsiste pour un système de mo- 
lécules dont les vibrations sont d^ une faible amplitude, 
en ne tenant compte que du moui^ement moyen, poun^u 
que Von ajoute au tra\^ail des forces extérieuj'es, le tra- 
i^ail estimé dans le moui^ement vibratoire des forces 
qui) à chaque instant , seraient capables de produire sur 
chaque molécule y considérée comme libre, son mouvement 
moyen . 

Les six équations de translation et de rotation relatives 
au mouvement de (IVl) et par suite celles qui déterminent 
le mouvement de (S) ne renferment que les forces exté- 
rieures qui sollicitent ce corps*, d'un autre côté, l'ampli- 
tude des vibrations de ce même corps étant très-faible, les 
coordonnées des différents poins de (M) ou de (S) en un 
instant quelconque sont très-peu différentes de celles qui 
conviennent aux points autour desquels les vibrations s'exé- 
cutent, et dont l'ensemble constitue un corps identique à 
(M) supposé en repos; donc le mouvement moyen estsen-^ 
siblement celui que prendrait le corps (M) ^0115 P action 
des forces qui le sollicitent ^ sises molécules n étaient' pas 
susceptibles de vibrer ^ea d'autres termes, on peut prendre 
approximativement pour le mouvement moyen relui que 
l'on emploie dans la pratique lorsque l'on néglige l'in- 
fluence des vibrations moléculaires. Il est maintenant facile 
de voir que le terme T^ , dû aux vibrations des molécules, 
est très-petit et par suite négligeable*, désignons à cet effet 
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par ds uti élément de la trajectoire décrite par chaque mo- 
lécule dans son mouvement vibratoire, en projection sur 
la direction de la force d'entraînement ç^*, le terme de T^ 

qui correspond à la masse m est I (fe ds. 

Pour effectuer cette intégration, il suffit d'ajouter les 
intégrales analogues prises pour tous les intervalles finis 
qui constituent t et pour chacun desquels d(fg reste con- 
stamment de même signe-, soient t^ et t^ les limites de l'un 
de ces intervalles, (f^ , (p"^ , s\ s"^ les valeurs correspondant 

à ces limites de ^ et de 5 ; on aura 

La différentielle rfç)^ conservant constamment le même signe, 
sd(f^ sera de la forme 5i((p^ — y'J, s^ désignant une 



X 



quantité de même ordre que 5; l'expression ci-dessus de- 
viendra aitiwsi 

quantité du même ordre que l'amplitude des déplacements 
et par conséquent négligeable; il en sera de même de la 
somme des quantités analogues, pour une même molécule, 
relatives à la totalité des intervalles compris entre o et ^ 
pour chacun desquels le signe de d<f^ reste le même, et 
dont le nombre est nécessairement fini, et par suite de T^, 
qui résulte de la réunion des sommes semblables pour 
toutes les molécules du corps. 

Donc, dans le principe de transmission de tra\^ail éta- 
bli pour le mouvement moyen d'une machine, on peut 
faire abstraction des vibrations des différentes pièces qui 
la constituent. 
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7. De Pappareil pendulaire de M. Sire. — Parmi les 
appareils décrits par M. Sire dans les Archivées des Sciences 
physiques et naturelles de Genève, il y en a un qui met en 
évidence un phénomène paradoxal au premier abord , et 
tout à fait distinct de ceux qui se manifestent dans le gyro<^ 
scope et ses dérivés ; c'est cet appareil, déposé au cabinet de 
Physique de laFaculté des Sciences de Besançon, dont je me 
propose d'étudier les effets dynamiques. 

Il se compose d'un pendule formé d'un tore dont les 
pivots sont maintenus dans une chappe relativement très- 
légère, se terminant à la partie supérieure par un couteau 
de suspension de direction perpendiculaire à celle de l'axe 
du tore. Le support du couteau est fixé excentriquement à 
une pièce horizontale que nous désignerons dorénavant pai* 
(S), et à laquelle on peut imprimer un mouvement de rota- 
tion plus ou moins rapide , au moyen d'une mauivelle et 
d'un engrenage d'angle^ à l'aide d'une vis de pression et 
d'une rainure pratiquée dans (S), on peut rapprocher ou 
éloigner l'appareil pendulaire de l'axe de rotation et orien- 
ter d'une manière quelconque le plan d'oscillation, par 
rapport au plan méridien; ce plan est défini par l'axe de 
rotation, et le milieu du couteau de suspension dont la ver- 
ticale, lore du repos absolu des différentes pièces de l'ap- 
pareil, passe par le centre de gravité du pendule et par le 
milieu de l'axe alors horizontal du tore. 

Si, le plan d'oscillation coïncidant avec le plan méri- 
dien, on imprime à (S) un mouvement de rotation, le pen- 
dule, en vertu de la force centrifuge, s'éloigne de l'axe. 
M«is, si le tore est lui-même animé d'un mouvement'gyra- 
toire, selon que la rotation de (S) a lieu dans un sens ou 
dans l'autre, le pendule s'éloigne ou se rapproche, malgré 
la force centrifuge, de l'axe de (S) , et peut même arriver à 
prendre une position sensiblement horizontale; toutefois le 
pendule ne parvient à se rapprocher de l'axe de (S) que 
lorsque la vitesse angulaire de cette pièce ne dépasâe pas 

9.6 
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une certaine limite, relativement à la rotation propre du 

tore. 

Le même phénomène se produit quelle que soit l'orien^ 
tation du plan d'oscillation, lors même qu'il est perpendi- 
culaire au plan méridien, c'est-à-dire que le pendule passe 
d'un côté à l'autre de son support, pour prendre une posi- 
tion sensiblement horizontale, lorsque Ton vient à changer 
le sens du mouvement de la manivelle. 

Soient co, on' les vitesses angulaires respectives de (S) et 
du tore; A, M le moment d'inertie du tore par rapport à 
son axe de rotation et sa masse; / la distance de son centre 
de gravité au couteau; p la dislance de l'axe de (S) à l'axe 
de suspension du pendule. Nous négligerons dans ce qui 
suit la masse de la chappe en raison de sa petitesse par rap- 
port à celle du tore. 

Considérons le cas où le plan d'oscillation coïncide avec 
le plan méridien; au moment où l'on imprime à (S) son 
mouvement gyra toi re, les forces centrifuges composées dé- 
veloppées sur les différents éléments matériels du tore, ré- 
sultant de la rotation relative de ce dernier par rapport h 
(S), se réduisent à un couple compris dans le plan d'oscil- 
lation dont le moment a pour expression (i) âgûCi)'. Ce 
couple tendra à éloigner ou à rapprocher le pendule de 
l'axe de (S), selon que les rotations o), 01/ seront de sens 
contraire ou de même sens pour l'observateur placé suc- 
cessivement suivant la verticale du centre de gravité et la 
portion de l'axe du tore comprise entre cette verticale et 
Taxe de (S), en ayant les pieds en leur point de rencontre. 

Dans le premier cas, la force centrifuge composée ajou- 
tera son effet à celui de la force centrifuge, et le pendule 
s'éloignera de l'axe de (S) avec plus d'énergie que si le tore 
ne tournait pas. 

Dans le second cas, si A&>a>' surpasse le moment de la 
force centrifuge par rapport à l'axe de suspension du pen- 
dule, celui-ci se rapprochera de l'axe de (S). Or c'est ce 
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qui arrivera si Ton a 

Aww' > M/pw"; 

d'où 

w' M /« a 

» -^ A~ "^ r^' 

X élant la longueur du pendule synchrone. On voit ainsi 
que le phénomène se produira d'autant plus facilement que 
la dislance du pendule à Taxe de (S) sera plus petite par 
rapport à la distance des centres de gravité et d'oscillation. 

L'influence de la force centrifuge allant en diminuant à 
mesure que l'angle formé par le méridien et le plan d'oscil- 
lation augmente, la même chose aura lieu à fortiori, quel 
que soit cet angle, si l'inégalité précédente est satisfaite*, 
mais cette explication ne suffit pas pour faire voir pourquoi 
le pendule arrive en fort peu de temps à une position d'é- 
quilibre relatif sensiblement horizontale. Il nous faut donc 
pour cela étudier le mouvement de l'appareil en tenant 
compte des diverses circonstances dont il dépend. 

Le mouvement relatif du pendule est dû à l'action com- 
binée de la pesanteur, de la force centrifuge composée et de 
la force centrifuge. Nous continuerons à négliger l'inertie 
de la chappe. Soient : 

M la masse du tore ; 

A son moment d'inertie par rapport à son axe de rota- 
tion ^ 

B son moment d'inertie autonrde l'un de ses diamètres ; 

/ la distance de son centre de gravité à l'axe de suspen- 
sion; 

a l'angle variable formé par la direction de cette dis- 
tance avec la verticale; 

g l'accélération de la pesanteur ; 

p la distance du milieu de l'axe de suspension è l'axe de 
rotation de (S) ; 
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(f Tangle aigu formé par p avec le plan méridien ; 

(o la vitesse angulaire conslante de (S); 

ût)' la vitesse angulaire relative du tore autour de son axe, 

variable comme nous le verrons plus loin ; 
n la valeur initiale de oûf ou la rotation imprimée au 

tore. 

Nous supposerons que le sens relatif des vitesses angu- 
laires cx), ci>' est tel, que le pendule se déplace en se rappro- 
chant de l'axe de (S). 

Le moment par rapport à Taxe de suspension, dû à l'iner- 

tie, se réduit à -^ (B + M/*), car de la variation de w' ré- 
sulte un couple dont le plan passe par cet axe. 

Le moment pareil de la pesanteur a pour expression 
Mglsmcc. 

Les axes de co, t»/ faisant entre eux un angle égal au com* 
plément de a, la force centrifuge composée résultant de tù 
donne le moment Acoco^cosa (4)*, quant aux composantes 
de la vitesse relative des différents points du tore, dues à la 

da 

rotation — autour de l'axe de suspension, elles ne donnent 

que des forces centrifuges composées, parallèles à cet axe, 
dont les moments sont par suite nuls. 

Cherchons maintenant à évaluer les termes auxquels 
donne lieu la force centrifuge. Concevons le plan hori- 
zontal passant par Taxe de suspension et prenons pour ori- 
gine des coordonnées le pied O de la perpendiculaire GO 
abaissée du centre de gravité G du tore. sur cet axe. 

Soient Â, Ox les traces sur ce plan, de Taxe de rotation 
de (S) et du plan d'oscillation 5 Oj la perpendiculaire hOx 
dans le même plan horizontal ^ O z la portion de la verticale 
du point O au-dessous de ce plan. 

La composante de la force centrifuge due au mouvement 
d'entraînement (S), d'un point matériel quelconque m du 
tore, suivant Ox est co'm (p cosç — x). 
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Le moment total de la force centrifuge par rapport à Taxe 
de suspension Oj a par suite pour valeur 

— M^lm (COS9 — .r) z = oi^lin.xjc — <,i^p cosçM/cosa. 

Soient a', z^ les coordonnées du point m rapporté à une 
parallèle Ox' à Taxe du tore et à OG, on a 

X = X* cosa -h z' sina, 
2 = — ^' sina -f- z' cosa; 

d'où 

Zmxz = - sin2a2/w fz'' — ^'^)* 

attendu que OG, axe principal d'inertie du tore par rapport 
à son centre de gravité, jouit de la même propriété relative- 
ment à un point quelconque O de sa direction. Or 

d'où 

Zm ( z'^ H- .r'«) = A -f- M/^ — B; 

l'expression du moment dû à la force centrifuge est donc 



«^ 



— sin 2a ( A -H M /* — B) — w^Mp / cosç cosa, 

et Ton a pour l'équation du mouvement du pendule 

(B-l-M^)-— -=r Aww'cosa — M ^/ sina 4- -tocsin 2 a(A — B-f M/') 

— w*M p/cosy cosa. 

Il nous reste à substituer dans cette équation la valeur 
de (si. Or la rotation instantanée, dans l'espace absolu, du 
tore autour de son centre de gravité se compose des rotations 

w, «', —5 la composante suivant l'axe du lore est w'H-ûûsina; 

26. 
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mais elle est constante, puisque le tore supposé libre n'est 
soumis qu'à Tactlon de son poids, des réactions des crapau- 
dines de la chappe qui rencontrent son axe, en négligeant 
toutefois les frottements. On a donc 

w' H- &) sina = //, 

d'où 

w' = « — û) sin a, 

et l'on a euGn pour Téquation du mouvement pendulaire 

(B-f-M/') -~ = (Aw/i — w'Mp/<!OSy)cosa — M/g' sina 

(0 { 

4- -w^^sinaafM/* — B). 



En multipliant cette équation par rfa, puis intégrant e»re- 

da. 



doL .1 . 

marquant que — = o pour a = o, il vient 



( -(Bh- m/') ( -^ J =:(A»/j — w«Mp/coS(p)sina 

(2) < 

1 î 

[ — 2M/^sin'- + ~sin'a(M/^ — B), 

y JE» ^ 

formule qui n'est autre chose que le résultat de l'application 
du principe des forces vives. 

On peut, du reste, arriver immédiatement à cette for- 
mule en exprimant que le demi-accroissement de la force 
vive est égal à la somme de travail de la pesanteur et de la 
force centrifuge. En effet, la force vive du système étant 
égale à la force vive due au mouvement du centre de gra- 
vité, augmentée de celle qui résulte du mouvement de rota- 
tion autour du centre, il vient pour son demi-accroisse- 
ment 
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Le travail dû à la pesanteur est — Mg'/(i — cosa)^ le tra- 
vail de la force centrifuge est égal à la moitié du produit du 
carré de la vitesse angulaire (o par raccroissement du mo- 
ment d'inertie par rapport à l'axe de rotation de (S) *, or le 
moment d'inertie correspondant à la verticale du centre de 
gravité est Asin"a -H-Bcos'a, et par rapport à l'axe ci- 
dessus 

A sin'a 4- B cos'a -h M (P sin^a 4- p' — 2p/ sina cosy); 

d'où il suit que l'on a 

N 

» 3 

•i (B +Mr)^ + - A{a)'» — n^)= — Mgl(i — cosa) 
H [(A 4- M/^ — B)sin^a — aMp/sina cos«j>], 

V 

et en remplaçant w' par sa valeur, on retombe sur la for- 
mule (a). Mais cette méthode, quoique plus expéditive, ne 
met pas en évidence la cause première du phénomène, et la 
précédente nous parait préférable. 

Pour une valeur infiniment petite de a, le second membre 
de l'équation (2) se réduit à coa (Aw — coMp/coscf), et 
pour que le mouvement ait lieu dans le sens supposé, il faut 
que cette expression soit positive, ou que 

«_ Mp/ 

->— r-cos(p, 

w A 

ce q|ui s'accorde avec ce que nous avons trouvé plus haut 
dans le cas de ^ = o. 

De l'équation (2) on déduit 



///=:±- 



^i ^ / B + MZ» 

—il / ~7\ — "oL '' "^ 1 T\ 

\/ sin~<cos-(A/i&> — w'Mp/cosy) — sin- Mg^— 6)'cos^-(M/^ — B) \\ 
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en prenant le signe -H on le signe — , selon qne da sera po- 
sitif ou négatif. 

Discutons cette formule : pour de très-petites valeurs de a, 
le dénominateur de la fraction sous le radical est positif, 
et le pendule doit s'écarter de la verticale dans le sens sup* 
posé, jusqu'au moment où ce dénominateur s'annulera; la 
valeur correspondante a sera la plus petite racine de Téqua- 
tion 

I(A/ï« — w'Mp/cosf) 
— teng- ÏMgl — «* cos'- (M ^ — B)l = o. 

A partir de cette valeur, a ne pourra plus croître, puisque 
alors le radical serait imaginaire; le pendule devrait donc 
rétrograder jusqu'à la verticale, a devenant négatif, pour 
exécuter ensuite une oscillation identique i la première, et 
ainsi de suite. 

En posant z = tang-9 la même équation se transforme 

en une équation du troisième degré 

Mg^z» — (A/iw — «*Mp/cos<p)2^ + [Mg'/ — w»(Mr — B)]z 

— (A/ift) — w'Mp/cosf) = 0, 

équation qui a au moins une racine positive; la plus petite 
des racines positives de cette équation correspond à Tangle 
a\ qui est par suite inférieur à i8o°. 

Il existe dans Tintérieur de Tangle a une position pour 
laquelle le pendule serait en équilibre stable sous l'action 
des forces qui le sollicitent, et correspondant au maximum 
du second membre de l'équation (a). Il est facile de voir 
que cette position d'équilibre est la seule comprise dans le 
même angle a'; car en égalant à zéro le second membre de 
l'équation (i), il vient 

(5) A/iw--w*Mp/cosf — lanp«[M^/— w*cos*a(M/' — B)] = o. 
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a 

et en posant z = tang-> 

j (A/îw — «2Mp/cos^)«*-f- Qi[Mg/— »2(M/* — B)]z* 
^ ^ } — 2[M|^/--a)^(M/» — B)]z — (A/?w — w»Mp/coS(p)=o, 

équation qui n'a qu'une seule racine positive a'', puisque 
dans tous les cas elle ne présente qu'une variation. 

Pour a = o et a = 90®, le premier membre de l'équa- 
tion (5) prend des valeurs de signes contraires 5 d'où il suit 
que al* est inférieur à 90°. 

Il est clair qu'il existe une valeur de w pour laquelle 
l'écart Cf!* est le plus grand possible. Pour la déterminer, il 
suffit de différentîer l'équation (6) par rapport à w, ce qui 
donne 

(7) A/i — 2»Mp/cosf -h w(M/' — B)sia2a=: o, . 

d'où 

1 



Mp/ cosy — (M /^ — B) sina cosa 



Retranchant du 'double de l'équation (5) l'équation (7) 
multipliée par w, on trouve 

A/?w — aM/p tanga = o; 

et en remplaçant tù par la valeur ci-dessus 

A'/i' 

rr-; ; ,^, ^ =-. — 4Mp/ tan£;a = O. 

M/p COS9 — sma cosa(M/^ — B) 

Pour a = o et a = 90°, on obtient deux résultats de 
sîgqes contraires, et cette équation a bien, conformément à 
nos prévisions, une racine comprise entre o et 90^. Mais on 
voit que a^ différera d'autant moins de cette dernière limite 
que /) sera plus grande 
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Si les oscillations indiquées par la théorie ne se mani- 
festent pas dans le jeu de l'appareil de M. Sire, si le pendule 
arrive presque immédiatement â la positiot) d'équilibre qui 
convient k la rotation normale de (S), cela tient à ce que le 
mouvement imprimé à la manivelle par Texpérimentateur 
n'est pas tout de suite sensiblement uniforme ] il croit à par^ 
tir de zéro jusqu'à une certaine limite de part et d'autre de 
laquelle il oscille en raison même des inégalités d'action dues 
à la nature des êtres organisés. Supposons, en^ffet, quen 
vertu d'une valeur constante de ot>, le pendule s'écarte de la 
verticale jusqu'en OG', où la vitesse est nulle; si à cet in- 
stant Cl) subissait un accroissement tel, que OG^ devint une 
position d'équilibre, le pendule resterait en repos; mais si 
cet accroissement est un peu plus fort, le pendule s'écartera 
encore de la verticale et de OG', d'un petit angle, viendra 
en OG'^, et tiendrait à exécuter autour de OG' une série de 
petites oscillations ; mais si, le pendule arrivé en G''^, co reçoit 
un accroissement un peu supérieur à celui qui en ferait la 
position d'équilibre correspondante i, Toscillation descen- 
dante sera supprimée, et Técartement augmentera encore, 
et ainsi de suite, jusqu'au moment où co aura atteint sa 
valeur normale. Le pendule exécutera ^alors de part et 
d'autre de la position d'équilibre correspondante une série 
de petites oscillations qui seront bientôt anéanties par les 
frottements et la résistance de l'air. On comprend dès lors 
comment, co croissant à partir de zéro de quantités très- 
petites, les oscillations sont anéanties successivement à l'ex- 
ception des petites oscillations de part et d'autre de la posi- 
tion d'équilibre qui convient à la vitesse normale. Il est 
clair que si o) dépasse la valeur pour laquelle a^' est maxi- 
mum, le pendule se rapprochera de la verticale. 

Il est, du reste, facile de voir la modification que Ton 
devrait faire subir à la formule (i), dans le cas où Ton vou- 
drait tenir compte de la variation du mouvement de rotation 
d'entraînement, puisqu'il suffit d'introduire dans le second 
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membre le moment de la force d'inertie du pendule dû à 

Taccélération angulaire — • On remarque h cet effet que 

cette accélération équivaut à une même accélération angu- 
laire autour d'une verticale de G, et à une accélération 
translatoire représentée par celle de ce point. 

Or la composante de — » suivant Taxe du tore, donne des 

forces dMnertie qui se réduisent à un couple passant par l'axe 
de suspension. Sa composante suivant / donne un couple 
perpendiculaire à cette même direction et dont Tiniluence 
est nulle. Il ne reste donc que la force d'inertie due au centre 
de gravité où l'on supposerait la masse entière concentrée, 
et sa composante prise dans le plan méridien, la seule que 

l'on ait à considérer, est M/sinasinqp-r-? dont le moment 

a pour valeur — M /* sin a cosa cosç— • Tel est le terme que 

Ton devrait introduire dans le second membre de l'équa- 
tion (2). Mais comme on ne connaît pas la loi de variation 
de 0), résultant de la nature même des moteurs animés, nos 
recherches sur ce point ne peuvent pas être poussées plus 
loin. 

Pour trouver la loi des petites oscillations du pendule de 
part et d'autre de la position d'équilibre stable correspon- 
dant à la valeur normale de co, posons a = a'^-h â^ â étant 
l'angle variable formé par le pendule avec cette position et 
dont nous négligerons le carré. En substituant cette valeur 
dans l'équation (i), il vient 

r/*5_ r (Afe>/i — ft)*Mp/cosy)8intt^^-|-M^/cosa'' — <ù*cos!ia '{MP B)l 

On lire de là, en appelant ^l'écart maximum, pour lequel 
la vitesse est nulle, et en comptant le temps à partir de 
l'instant correspondant, 



$. 



